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Résumé. — Dans [Bre03b, §1.3], des représentations unitaires de GL2(Q P ) sur des 
espaces de Banach p-adiques sont associées aux représentations cristallines irréductibles 
de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ). Certaines conjectures sur ces Banach y sont formulées 
■ (non nullité, irréductibilité topologique, admissibilité). Nous démontrons ces conjectures 

en réinterprétant ces espaces de Banach comme espaces de fonctions sur Q p d'un certain 
type, puis en utilisant la théorie des (y, r)-modules associés aux représentations cristallines 
correspondantes. 



Abstract (Irreducible crystalline représentations of GL2(Q P )). — In [Bre03b, 

§1.3], some unitary représentations of GL2(Q P ) on p-adic Banach spaces are associated to 
jy-^ ] 2-dimensional irreducible crystalline représentations of Gal(Q p /Q p ). Some conjectures are 

formulated concerning those Banach spaces (non triviality, topological irreducibility, admis- 
sibility). We prove those conjectures by reinterpreting those Banach as spaces of fonctions 
of a certain type on Q p , and then by using the theory of (tp, r)-modules associated to the 
, corresponding crystalline représentations. 
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1. Introduction et notations 



1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier et n G N. Dans la recherche d'une 
correspondance éventuelle entre (certaines) représentations p-adiques V de Gal(Q p /Q p ) 
de dimension n et (certaines) représentations p-adiques H{V) de GL n (Q p ), un des premiers 
cas à regarder est certainement celui où n = 2 et V est cristalline, absolument irréductible 
et (/2-semi-simple. Cette dernière condition signifie que le Frobenius ip sur le (^-module 
filtré D cris (V) associé par Fontaine à V est semi-simple. La représentation V a des poids 
de Hodge-Tate distincts %\ < i 2 et, si l'on note Alg(V) la représentation algébrique de 
GL 2 (Q P ) de plus haut poids (îi,î 2 — 1) et Lisse(l / ) la représentation lisse irréductible de 
GL 2 (Q P ) associée par la correspondance locale de Hecke à la représentation non ramifiée 
de Gal(Q p /Qp) envoyant un Frobenius arithmétique sur tp -1 , la représentation H(V) est 
simplement le complété p-adique de la représentation localement algébrique Alg(V) <S> 
Lisse(l / ) par rapport à un réseau stable par GL 2 (Q p ) et de type fini sous l'action de 
GL 2 (Q P ). Ainsi, H{V) est un espace de Banach p-adique muni d'une action continue 
unitaire de GL 2 (Q P ) (i.e. laissant une norme invariante). Notons que, lorsque Lisse(^) 
est de dimension 1, cette définition de II(V^) doit être modifiée. 

Le problème est qu'il n'est pas du tout évident qu'un tel réseau existe, ou, de manière 
équivalente, que H{V) soit non nul ! Dans [Bre03a, théorème 1.3], la non nullité de H{V) 
est démontrée pour — < 2p (essentiellement), et dans [Bre03b, théorème 1.3.3], son 
admissibilité (au sens de [ST02b]) et son irréductibilité topologique (avec une condition 
supplémentaire pour cette dernière). La méthode repose sur le calcul de la réduction d'une 
boule unité de H(V) modulo p (plus exactement modulo l'idéal maximal des coefficients). 
La restriction ci-dessus sur les poids n'est pas théorique mais simplement due au fait que 
les calculs deviennent de plus en plus difficiles quand les poids grandissent. 

Lorsque V est de dimension 2, absolument irréductible mais cette fois semi-stable 
non-cristalline, Il(l / ) est défini dans [Bre03b] et [Bre03c] et des conjectures analogues 
(non-nullité, admissibilité, etc.) formulées et très partiellement démontrées via la théorie 
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globale dans [Bre03c] ou via des calculs de réduction modulo p sur le demi-plan di- 
adique dans [BM04]. P. Colmez dans [Col04a] a vu que la théorie des (ip, r)-modules 
de Fontaine permettait de démontrer élégamment ces conjectures dans le cas semi-stable 
en construisant un modèle de la restriction au Borel supérieur de la représentation duale 
II(V)* à partir du (ip, r)-module de V. 

Il était donc naturel de regarder si un tel modèle existait aussi dans le cas a priori 
plus simple des représentations V cristallines et s'il permettait de démontrer les con- 
jectures ci-dessus. La réponse est affirmative et fait l'objet du présent article. Comme 
dans [Col04a], on démontre donc un isomorphisme Borel-équivariant entre II(V)* et 
( lirci -P(^0) b (théorème 5.3.2) où D(V) est le (</?, r)-module associé à la représentation 
cristalline V et où la limite projective consiste en les suites ^-compatibles bornées 
d'éléments de D(V). Pour montrer cet isomorphisme, il est nécessaire de passer par une 
autre description intermédiaire de H{V) comme espace fonctionnel p-adique, i.e. comme 
un espace de fonctions continues sur Q p d'un certain type (théorème 4.3.1). Les résultats 
côté (ip, r)-modules permettent alors de déduire le résultat principal de cet article (§5.4) : 

Théorème. — Supposons V de dimension 2, cristalline, absolument irréductible et <p- 
semi-simple, alors II(V) est non nul, topologiquement irréductible et admissible. 

On obtient aussi deux autres corollaires, l'un concernant tous les réseaux possibles 
stables par GL 2 (Q P ) dans Alg(V) <g> Lisse(V) (corollaire 5.4.4), l'autre concernant les 
vecteurs localement analytiques dans H(V) (corollaire 5.4.5). 

Une version préliminaire des résultats de cet article a fait l'objet d'un cours à Hangzhou 
en août 2004 et les notes de ce cours sont disponibles (en anglais, voir [BB04]). 

Terminons cette introduction en insistant sur le fait que des énoncés non triviaux sur 
des représentations de GL2(Q P ) (irréductibilité des H(V) etc.) se démontrent finalement 
en passant par des représentations de Gal(Q p /Q p ). 

1.2. Notations. — On fixe Q p une clôture algébrique de Q p , « val » la valuation sur 
Q p telle que val(p) = f 1, | • | la norme p-adique \x\ = f p~ yaX ^ et C p le complété de Q p 
pour | • |. On normalise l'isomorphisme de la théorie du corps de classes local en envoyant 
les uniformisantes sur les Frobenius géométriques. On note s le caractère cyclotomique 
p-adique de Gal(Q p /Q p ) vu aussi comme caractère de Q p . En particulier, e(p) = 1 et 
e\ z x: Z p — > Z, p est l'identité. On note nr(x) le caractère non ramifié de Q p envoyant 
p sur x. On désigne par L une extension finie de Q p , Ol son anneau d'entiers, ki son 
corps résiduel et tïl une uniformisante. On note Q p (/i p n) l'extension finie de Q p dans Q p 
engendrée par les racines p n -ièmes de l'unité et Q p (n P °o) = f U n > Qp(/x p n). On note V une 
représentation p-adique de Gal(Q p /Q p ), c'est-à-dire un L-espace vectoriel de dimension 
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finie muni d'une action linéaire et continue de Gal(Q p /Q p ), et T un O^-réseau de V 
stable par Gal(Q p /Q p ). Enfin, B(Q P ) désigne les matrices triangulaires supérieures dans 
GL 2 (Q P ) et B(Z p ) le sous-groupe de ces matrices qui sont dans GL 2 (Z p ). 

2. Séries formelles et (</?, r)-modules 

Le but de cette partie est de donner des préliminaires sur les (</?, r)-modules D(V) et 
leurs treillis D\V) qui sont utilisés dans les parties suivantes pour l'étude des représenta- 
tions cristallines de GL 2 (Q P ). 

2.1. Quelques anneaux de séries formelles. — Le but de ce paragraphe est d'in- 
troduire certains anneaux de séries formelles (ûg t L, $l et ffl^), ainsi que certaines des 
structures dont ils sont munis et dont nous avons besoin dans la suite de cet article. 

(i) On note ûg^ l'anneau formé des séries ^2 ieZ Q>iX t telles que <2j G Ol et a_j — > 
quand i — > +oo. C'est un anneau local de corps résiduel /cl((X)). 

(ii) On note Sl = f c'est un corps local de dimension 2. 

(iii) On note l'anneau des séries formelles f(X) G £[[-X"]] qui convergent sur le 
disque unité, ce qui fait que L® Gl l [[X]] s'identifie au sous-anneau de constitué 
des séries formelles à coefficients bornés. 

Le corps S L est muni de la norme de Gauss || • || Gauss définie par ||/(-X")|| Gauss == sup |aj| 
si f{X) = J2 ieIj a>iX l . L'anneau des entiers de S L pour cette norme est ôg^, et la norme 
de Gauss induit sur ûg± la topologie vr^-adique. L'application naturelle ûg,L — > ^l(PO) 
est alors continue, si l'on donne à &g,L la topologie 7fL-adique et à ki{{X)) la topologie 
discrète. 

On peut définir une topologie moins fine sur ûg^, la topologie faible, définie par le fait 
que les {n^&g^ + X : ''O L [[X]]}j J -> forment une base de voisinages de zéro, et la topologie 
faible sur S L = Uf c >o7r~ L k Ô'g :L qui est la topologie de la limite inductive. Cette topologie 
induit la topologie (ttl, X)-adique sur Oi[[X]], et l'application naturelle ûg^ — > k L ((X)) 
est alors continue, si l'on donne à ôg,L la topologie faible et à ki((X)) la topologie 
X-adique. 

Si p < 1, alors on peut définir une norme || • ||d(o,p) sur &t P ar 1 & formule : 

(1) II/WIIi>(o,p) = sup \f(z)\ = sup 

V4<p 

si f(X) = J2 i>0 ciiX' 1 '. L'ensemble des normes {|| ■ ||d(o,p)}o<p<i définit une topologie sur 
Qui en fait uri espace de Fréchet. 
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Définition 2.1.1. — Si /(X) e f + et r e R> , on dit que /(X) est d'ordre r (il 
serait plus correct de dire « d'ordre < r ») si pour un p tel que < p < 1, la suite 
{p~ nr ||/(A')|| £ , (0)P i/pn ) } n > est bornée. 

Il est facile de voir que si c'est vrai pour un choix de < p < 1, alors c'est vrai pour 
tout choix de < p < 1. Un exemple de série d'ordre 1 est donné par f(X) = log(l + X). 

Soit T = Gal(Qp(|ipoo)/Q p ). Les anneaux <^ 5 l, <£l et définis ci-dessus sont munis 
d'une action de T, telle que si 7 G T, alors 7 agit par un morphisme de L-algèbres, et 

où £ : T — > est le caractère cyclotomique. On vérifie facilement 
que T agit par des isométries, pour toutes les normes et topologies définies ci-dessus. Ces 
anneaux sont aussi munis d'un morphisme de Frobenius tp, qui est lui-aussi un morphisme 
de L-algèbres, tel que tp(X) = f (1 + X) p — 1. Cette application est continue pour toutes 
les topologies ci-dessus et commute à l'action de T. Remarquons enfin que tp et l'action 
de T stabilisent L® 0l Q L [[X]]. 

L'anneau Og^ est un (/?(^ i )-module libre de rang p, dont une base est donnée par 
{(1 + X) î } < i <p„i. Si a; G ûg >L , on peut donc écrire x = Y^Zoi 1 + X ) %i P( x i)- 

Définition 2.1.2. — On définit un opérateur ip : ûg^ — > &g,L P& r la formule ip(x) = f 
x si x = Y%ZoO-+Xy(p(xi). On définit de manière similaire un opérateur tjj : êiï^ — > 

Cet opérateur vérifie alors ip(ip(x)y) = xip(y) et commute à l'action de T. Il ne commute 
pas à ip et n'est pas ^^-linéaire. 

2.2. Représentations p-adiques et (tp, r)-modules. — Rappelons qu'une représen- 
tation L-linéaire est un L-espace vectoriel V de dimension finie muni d'une action linéaire 
et continue de Gal(Q p /Q p ). Il est assez difficile de décrire un tel objet, et nous allons voir 
dans ce paragraphe qu'une certaine classe de « (tp, r)-modules sur $l » permet d'en 
donner une description explicite. 

Un (/9-module sur &g^ est un ^ ^-module de type fini D muni d'un morphisme tp- 
semi-linéaire tp : D — > D. On écrit p*(D) pour le ^ ^-module engendré par tp(D) dans 
D et on dit que D est étale si D = tp*(D). Un (^-module sur $l est un ^-espace vectoriel 
de dimension finie D muni d'un morphsime y9-semi-linéaire p : D — > D. On dit que D 
est étale si -D a un ^^-réseau stable par tp et étale. Un (tp, r)-module est un (/9-module 
muni d'une action de T par des morphismes semi-linéaires (par rapport à l'action de T 
sur les coefficients) et commutant à tp. 

Si D est un (tp, r)-module étale sur $ L , et si <§™ est l'anneau construit par Fontaine dans 
[Fon90], alors V(D) = (g™ ®g L D)^ =1 est un L-espace vectoriel de dimension dimg L (D) 
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muni d'une action linéaire et continue de Gal(Q p /Q p ) : c'est une représentation L-linéaire 
de Gal(Q p /Qp). On a alors le résultat suivant ([Fon90]) : 

Théorème 2.2.1. - - Le fondeur D \— > V(D) est une équivalence de catégories 

(i) delà catégorie des (ip, T) -modules étales sur <§l vers la catégorie des représentations 
L-linéaires de Gal(Q p /Q p ) ; 

(ii) de la catégorie des (ip, T) -modules étales sur Gg^ vers la catégorie des Ol- 
représentations de Gal(Q p /Q p ). 

L'inverse de ce foncteur est noté V h- > D(V). Les (</?, r)-modules étales nous donnent 
donc un moyen commode de travailler avec les représentations L-linéaires. En théorie, 
les (if, r)-modules permettent de retrouver tous les objets que l'on peut associer aux 
représentations L-linéaires (et en pratique, c'est souvent le cas). Dans ce paragraphe et 
les suivants, nous allons rappeler quelques unes de ces constructions. 

Si D est un ^-module étale et si x G D, alors on peut écrire x = X)?=o (1 + ^) l( p( x i) 
où les Xi G D sont bien déterminés. 

Définition 2.2.2. — On définit un opérateur ip : D — > D par la formule ip(x) d = x si 

* = £S(i + *)V(^)- 

Cet opérateur vérifie alors ip((p(x)y) = xijj(y) et ijj(x(p(y)) = ijj(x)y si a; G ûg,L ( ou 
S'l) et y G D, et commute à l'action de T si D est un (</?, r)-module. C'est cet opérateur 
qui permet de faire le lien entre les représentations L-linéaires, les représentations de 
GL 2 (Q P ), et la cohomologie d'Iwasawa, dont nous rappelons la définition ci-dessous. Pour 
alléger les notations, on pose F n = f Q p (/i P ") si n G NU {oo}. 

Définition 2.2.3. — Si est une représentation L-linéaire, si T est un 0_L-réseau 
Gal(Q p /Q p )-stable de V, et i > 0, alors on définit : 

Hl(Q P ,T)= lim L^(Gal(Q p /L„),T). 

Le groupe H{ W (Q P , V) = f Q p ®z p H{ W (Q P ,T) ne dépend alors pas du choix d'un 0^- 
réseau Gal(Qp/Q p )-stable T de V. Les Q p ®z p Z p [[r]] -modules Hf w (Q p , V) ont été étudiés 
en détail par Perrin-Riou, qui a notamment montré (cf. [Per94, §3.2]) : 

Proposition 2.2.4- - - Si V est une représentation p-adique de Gal(Q p /Q p ) ; alors on 
a H{ W {Q P , V) = sii ^ 1, 2. De plus : 

(i) le sous- module de %® ïv Z p [[T]] -torsion de H} W (Q P , V) est isomorphe à \/ Gal «p/ F -) 
et Hj w (Q p , V^)/{torsion} est un Q p ®% v Z p [[T}] -module libre de rang àimQ p (V) ; 

(ii) Hl(Q p ,V) = (\/*(l) Gal « P /^))*. 
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Les espaces D(V)^~ l et D(V)/(l — îp) sont eux aussi des Q p ® ïp Z p [[T]] -modules et on 
a le résultat suivant (cf. [CC99, §11.1]) : 

Proposition 2.2.5. - - On a des isomorphismes canoniques de Q p ®i v Z p [[r]] -modules 
HUQp, V) ~ D(V f =1 et Hl(Q p , V) ~ D(V)/(1 - # 

En d'autres termes, la cohomologie du complexe — > D(V) — > D{V) — > calcule la 
cohomologie d'Iwasawa de V. 

Corollaire 2.2.6. - - Si V est une représentation L-linéaire, alors D(V)^ =1 ^ 0. 

Remarquons que le corollaire 1.7.6 de [CC99] affirme que D(V)^ =l contient en fait une 
base de D(V) sur Sl- Nous donnerons dans le corollaire 3.3.4 une autre démonstration 
du corollaire 2.2.6, qui ne passe pas par la cohomologie d'Iwasawa (mais qui suppose que 
V est cristalline). 

2.3. Topologie faible et treillis. — Nous allons maintenant nous intéresser à la 
topologie de D. Si D est un ^^-module libre de rang d, alors le choix d'une base de D 
donne un isomorphisme D ~ L et on peut munir D de la topologie faible. Un petit 
calcul montre qu'une application ^-linéaire ôg L — > 0g L est nécessairement continue 
et donc que la topologie définie sur D par D ~ Gg L ne dépend pas du choix d'une base 
de D. 

Lemme 2.3.1. - - Si P est une partie d'un ûg^-module libre D, et M(P) est le L [[X]\- 
module engendré par P, alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) P est bornée pour la topologie faible; 

(ii) M(P) est borné pour la topologie faible ; 

(iii) pour tout j > 1, l'image de M(P) dans D/tt 3 l D est un L[[X]]-module de type 
fini. 

Démonstration. — Choisissons une base de D, et notons D + le Oi[[X]]-module engendré 
par cette base, ce qui fait que la topologie faible sur D est définie par le fait que les 
{tt^D + D + }ij>o forment une base de voisinages de zéro. En particulier, une partie 
P de D est bornée si et seulement si pour tout k > 0, il existe n(k, P) e Z tel que 
P C n\D + X< k ^D + . Comme le L [[X]]-module engendré par ir k L D + X n( - k ' p ^D + est 
ir^D + X n ( k ' p î D + lui-même, on voit que les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes. Il reste 
donc à montrer que les 0^[[X]]-modules bornés sont ceux qui satisfont (iii), c'est-à-dire 
qu'un Oi[[X]]-module M est borné si et seulement si pour tout j > 1, l'image de M dans 
D/ir^D est un 0^[[X]] -module de type fini. Si M est borné alors par définition, pour tout 
j > 1, il existe n(j, M) tel que M C n J L D + X n(jj ' M ^D + ce qui fait que l'image de M dans 
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D/-n ] L D est contenue dans celle de X n ^' M W + et est de type fini puisque L [[X]] est un 
anneau noetherien. Réciproquement, si M satisfait (iii), alors pour tout j > 1 l'image de 
M dans D/ir^D est un (^[[X]] -module de type fini et est donc contenue dans X n ^' M ^D + 
pour un n(j, M) G Z, ce qui fait que M C tt 3 l D + x n(j ^D + et donc que M est borné 
pour la topologie faible. □ 

Un treillis de D est un L [[X]] -module borné M C D tel que l'image de M dans 
D/-n L D en est un fcj,[[X]]-réseau. Un treillis d'un ^-module D est un treillis d'un ûg,L- 
réseau de D. Les treillis font l'objet d'une étude détaillée dans [Col04a, §4]. Rappelons 
le résultat de base sur les treillis stables par ip d'un ^-module D (c'est la proposition 4.29 
de [Col04a]) : 

Proposition 2.3.2. - - Si D est un ip-module étale sur ûg^, H existe un unique treillis 
de D vérifiant les propriétés suivantes : 

(i) quels que soient x G D et k EN, il existe n(x, k) G N tel que ip n (x) G + p k D si 
n > n(x, k) ; 

(ii) l'opérateur ip induit une surjection de -D" sur lui-même. 
De plus : 

(iii) si N est un sous-Ql[[X]] module borné de D et k G N, il existe n(N,k) tel que 
ip n (N) C £> tt + p k D sin> n(N, k) ; 

(iv) si N est un treillis de D stable par ip tel que ip induise une surjection de N sur 
lui-même, alors N C et D^/N est annulé par X . 

La fin de ce paragraphe est consacré au début de l'étude des limites projectives définies 
ci- dessous. 

Définition 2.3.3. - (i) On note (lim^D(U)) b le L-espace vectoriel des suites 
(^n)«>o d'éléments de D(V) telles que l'ensemble {x n } n > est borné (d'où le « b ») 
pour la topologie faible et telles que ip(x n+ i) = x n . 
(ii) Si T est un O^-réseau de V stable par Gal(Q p /Q p ), on note lim Z)"(T) le Ol- 
module des suites -^-compatibles d'éléments de D$(T), muni de la topologie de la 
limite projective. 

Proposition 2.3.4- ~ ~ L'injection D^(T) <^-> D(V) induit un isomorphisme topologique 
L® 0i ^£>«(T)^(^£>(V)) b . 

Démonstration. — Il est clair que l'application ci-dessus est injective. Si x = (x„) ri > G 
( lirci D(V)) h , alors par définition l'ensemble P = f {x n } n > est borné pour la topologie 
faible et par le lemme 2.3.1, le L [[X]] -module M(P) engendré par P est borné (pour 
la topologie faible). Quitte à multiplier x par une puissance de n L , on peut d'ailleurs 
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supposer que x m G D(T) pour tout m > 0. Si k, m > 0, alors la proposition 2.3.2 
appliquée k N — M(P) montre que x m = vp n (x m+n ) G D\T) + p k D(T) si n est assez 
grand. Comme c'est vrai pour tout k, on en déduit que x m G _D"(T) pour tout m et 
donc que l'application L <S>o L Hm D^T) -> (lim^ D(\/)) b est une bijection. C'est un 
homéomorphisme car la topologie de D^{T) est la topologie induite par la topologie 
faible de D(T) via l'inclusion D\T) C D(T). □ 

Rappelons que tp : D\T) — > D^(T) est surjective, ce qui fait que les applications de 
transition dans lim ^ D^(T) le sont. Le lemme ci-dessous et son corollaire seront utilisés 
dans le paragraphe 5.3. 

Lemme 2.3.5. -- L'application naturelle (lim^ D$(T))/(1 — ip) — > _D"(T)/(1 — ^) est un 
isomorphisme. 

Démonstration. — Cette application est évidemment surjective, et nous allons montrer 
qu'elle est injective, c'est-à-dire que si x = (x n ) n > G lim ^ -D"(T), avec x G (1 — ip)D\T), 
alors x G (1 - ip) hm^D^T). Soit y G £> a (T) tel que (1 - ip)y = x . Pour tout m > 0, 
il existe G L> tt (T) tel que ^ m (y^) = y et on a alors (1 - ^2/™ - x m G L)tt(T)^ m=0 . 
L'opérateur 1 — ^ est bijectif sur £)t)(T)^ m=0 (un inverse étant donné par 1 + ip + ip 2 + 
. . . _l_ et il existe donc y m G D\T) tel que (1 — ^)y m = x m . Pour tout /c > 0, 

soit Zk == (-2fc,n)n>o £ lim^ D^(T) tel que = Comme lim ^ D^(T) est un espace 
topologique compact, la suite {zfc}fc>o a une valeur d'adhérence z et comme (1 — ip)zk — > a; 
quand A; — > oo (par la continuité de ^, voir la proposition 3.4.2 ci-dessous), on voit que 
(1 -if>)z = x et donc que x G (1 - ip) lim^ D*(T). □ 

Corollaire 2.3.6. - - On a un isomorphisme de L \\T}]-modules ( hm ^ D$(T))/(1— ip) ~ 

hL(Q p ,t). 

Démonstration. — La proposition 4.43 de [Col04a] affirme que -D"(T)/(1 — ip) — 
D(T)/(l-ip), et la remarque II.3.2 de [CC99] nous dit que D(T)/(l-ip) = H? w (Q p ,T) 
ce qui fait que l'on a une succession d'isomorphismes : 

(limD»(T))/(l - ^) ~ £>«(T)/(1 - ^«(T) ~ D(T)/(1 - ^)2?(T) ~ ^ 2 W (Q P , T). 

□ 



3. Représentations cristallines de Gal(Q p /Q p ) 

Le but de cette partie est de décrire explicitement D$(V) en fonction de -D cr i S (^) 
lorsque V est une représentation L-linéaire cristalline de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) 
(et absolument irréductible). Un énoncé similaire est déjà paru dans [Col03, §4.4], mais 
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sans preuve. Dans le dernier paragaphe de ce chapitre, nous définissons une action d'un 
sous-groupe du Borel B(Q p ) sur L ® Gl lim D\T) et nous montrons qu'elle est continue, 
topologiquement irréductible, et que le lemme de Schur est vrai pour cette action. 

3.1. Rappels sur D CT \g(V). — Le but de ce paragraphe est de rappeler la classifica- 
tion des représentations cristallines (/9-semi-simples V de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) en 
fonction de leur (/3-module filtré D cr i S (V). 

Afin de classifier certaines représentations L-linéaires du groupe Gal(Q p /Q p ), Fontaine 
a introduit les anneaux B cr i S et BdR. Ces anneaux vérifient les propriétés suivantes : 

(i) L'anneau B cr i S est une Q p -algèbre munie d'une action de Gal(Q p /Q p ), telle que 
B^^ p ^ p ^ = Q p et d'un Frobenius ip qui commute à l'action de Gal(Q p /Q p ) ; 

(ii) le corps BdR est le corps des fractions d'un anneau complet de valuation discrète 
l>dR (dont le corps résiduel est C p ), et il est donc muni de la filtration définie par les 
puissances de l'idéal maximal. Il est aussi muni d'une action continue de Gal(Q p /Q p ), 
telle que B^ 1 ^*"^^ = Q p et la filtration est donc stable sous l'action de Gal(Q p /Q p ) ; 

(iii) on a une inclusion naturelle B cris C B d R et une suite exacte (dite « fondamen- 
tale ») : 

- Q p - B^ 1 -> B dR /B+ R -> 0; 

(iv) il existe t G B cr i S tel que ip(t) = pt et t est un générateur de l'idéal maximal de 
B^ R . Le choix d'un tel t détermine une application injective M£ ~^ L ®<Q P ®cris telle 
que t = log(l + X), et cette injection commute à Gal(Q p /Q p ) et à ip ; 

(v) si m > 0, alors on a une application toujours injective •p~ m : L B cris — > BdR et 
la filtration de induite par cette application est donnée par la filtration « ordre 
d'annulation en ( pm — 1 » où ( p m est une racine primitive p m -ième de 1 déterminée 
par le choix de t. 

Étant donnée une représentation L-linéaire V, on pose : 

(2) D cris (V) = (B cris ® Qp ^) Gal( W et D dR (V)^(M dR ® Qp Vf^^. 

En général, ces Q p -espaces vectoriels sont de dimensions inférieure ou égale à 
dimQ p (l / ) et on dit que V est cristalline (resp. de de Rham) si dimQ p D CT i S (V) (resp. 
dimQ p DdR(^)) est égale à dimq p (V). Comme B cris C BdR, une représentation cristalline 
est nécessairement de de Rham. Toutes les représentations que nous considérons dans 
cet article sont supposées cristallines. 

Le Frobenius ip de B cris commute à l'action de Gal(Q p /Q p ) et la filtration de B d R est 
stable par Gal(Q p /Q p ), ce qui fait que D cris (V) est un ^-module et que -DdR(^) est un Q p - 
espace vectoriel filtré. Si V est une représentation cristalline, alors l'application naturelle 
de D CTis (V) dans -DdR(^) est un isomorphisme et D cris (V) est donc un ^-module filtré. Si 
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V est L-linéaire, alors D cr i s (V) et D dR (V) sont naturellement des L-espaces vectoriels, et 
ip : D cris (V) — > -Dcris(^) ainsi que la filtration sur D dR (V) sont L-linéaires. 

Si V est une représentation de de Rham, les poids de Hodge-Tate de V sont par 
définition les entiers h tels que Fi\~ h D dR (V) ^ Fï[~ h+l D dR (V), comptés avec la multi- 
plicité dim L Fir h D dR (V)/Fir h+1 D dR (V). 

Si D est un (/2-module de dimension 1, on définit tjv(-D) = f val(a) où a est la matrice de 
(p dans une base de D et si D est un espace vectoriel filtré de dimension 1, on définit tn{D) 
comme étant le plus grand h G Z tel que Fi\ h D ^ 0. Si -D est un ^-module de dimension 
> 1, on définit t N (D) = f tjy(det D) et tu{D) = f t#(det _D) ; ce qui fait que t H (D) est aussi 
l'opposé de la somme des poids de Hodge-Tate de V, comptés avec multiplicités. 

Si D est un (/9-module filtré, on dit que D est admissible si t N (D) = t H (D) et si 
tjv(-D') — £#(.0') > pour tout sous-<^-module D' G D. Le fait que pour tout h > 1, 
on a Fil /l+1 B^ I ~ p = permet de montrer que si V est une représentation cristalline, 
alors D cr i S (V) est admissible, et on a alors le théorème de Colmez-Fontaine (voir [CFOO, 
théorème A] et aussi [Ber04]) : 

Théorème 3.1.1. - - Le fondeur D cris {-) est une équivalence de catégories de la catégo- 
rie des représentations L-linéaires cristallines dans la catégorie des ip-modules filtrés L- 
linéaires admissibles. 

Ce théorème nous permet de faire une « liste » des représentations cristallines qui 
nous intéressent dans cet article, qui sont les représentations cristallines L-linéaires <p- 
semi-simples dont les poids de Hodge-Tate sont et k — 1 avec k > 2. Soit V une telle 
représentation. Quitte à remplacer L par un corps plus gros, on peut supposer que L 
contient les valeurs propres a -1 et de l'opérateur (p : -D C ris(V) — > -Dcris(^)- Quitte à 
échanger a et f3, on peut supposer val(a) > val(/3). L'hypothèse de semi-simplicité de cet 
opérateur implique que l'on peut écrire D cris (V) = L ■ e a © L ■ ep où (p(e a ) = or x e a et 
(p(ep) = f3~ l ep. Il existe alors une droite A de D clis (V) telle que la filtration sur D clis (V) 
est donnée par : 

( D clis (V) si % < -(k - 1) ; 
FiVD cris (V) = < A si -(k - 2) < i < ; 

[o sii > 1. 

À isomorphisme près (et quitte à multiplier e a ou par un élément de L) cette droite 
est soit L ■ e a , soit L ■ ep, soit L ■ (e a + ep). Le fait que D CTis (V) est admissible se traduit 
par le fait que < val(/3) < val(a) < k — 1 et par ces conditions sur A : 

(i) Si < val(/5) < val(o;) < k — 1, alors a ^ (3, A = L ■ (e a + ep) et V est irréductible ; 

(ii) si = val(/3), alors A ^ L ■ e a et : 
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1) si A = L • (e a + ep), V est réductible non-scindée ; 

2) si A = L ■ ep, V est réductible scindée. 

Définition 3.1.2. — Si < val((3) < val(a) < k — 1, on note D(a,(3) le (^-module filtré 
admissible construit en (i) ci-dessus. 

3.2. Modules de Wach des représentations cristallines. — Dans ce paragraphe, 
nous faisons le lien entre la théorie des (</?, r)-modules et celle des représentations 
cristallines de Gal(Q p /Q p ). L'idée de départ est que si V est une représentation p-adique 
quelconque, alors son (</?, r)-module D(V) est un objet assez compliqué, mais dans le cas 
où V est cristalline, il est possible d'en choisir une base particulièrement sympathique. 
Ce résultat est l'objet de la théorie des modules de Wach (voir [Fon90, Wa96, Ber02]). 
Rappelons le résultat principal de la théorie (cf. [Ber02, §11.1]). 

Théorème 3.2.1. — Si V est une représentation p-adique de Gal(Q p /Q p ) ; alors V est 
cristalline à poids de Hodge-Tate dans un intervalle [a;b] si et seulement s'il existe un 
sous-L <S>o L L[[X]\-module libre de rang fini N(V) C D{V), tel que : 
(i) D(V) = & l ® L90l[[X]] N(V); 

(u) X b N{V) est stable par y? et X b N (V) / y?* (X b TV (V)) est annulé par ( V (X)/X) b - a ; 

(iii) N(V) est stable sous l'action de T et celle-ci est triviale sur N(V)/XN(V). 
Si T est un Q^-réseau de V , alors N(T) = f D(T) H N(V) est un L[[X]]-module libre de 
rang fini qui satisfait l'analogue des propriétés (i), (ii), (iii) ci-dessus. 

L'étude des modules de Wach fait l'objet d'une bonne partie de [Ber02]. À partir de 
maintenant, on suppose que V est une représentation cristalline. L'objet de ce paragraphe 
est de démontrer le théorème 3.2.2 ci-dessous. Avant de l'énoncer, nous devons faire un 
certain nombre de rappels. 

Il existe (cf. [Ber02, §11.2]) une application injective naturelle (en particulier, L ®o L 
L [[X]]-linéaire et commutant à <p, ip et à l'action de T) : 

N(V)^&+[l/t] ®L £>cris(n 

application qui donne lieu à un isomorphisme (rappelons que t = log(l + X)) : 

(3) Mi[l/t] N{V)^<%t[l/t\ ® L D cris (V). 

Si les poids de Hodge-Tate de V sont positifs, on a en fait : 

N(V) d^t®L D Cïis (V), 

et la question se pose alors de caractériser l'image de N(V) dans âê£ ®i D clis (V). C'est 
à cette question que répond le théorème 3.2.2. 
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Avant de donner cette caractérisation, rappelons que pour tout m > 0, on a une 
application injective de L-algèbres ip~ m : M£ ~^ (Qp(/V™) ®<Q P Q u i est déterminée 

par le fait qu'elle envoie a®X sur a® (Ç p m exp(t/p m ) — 1) (ici C P m est une racine primitive 
p m -ième de 1 qui dépend du choix de t G B cris , voir le (v) du début du paragraphe 3.1). 
Pour alléger les notations, on écrit L m au lieu de Q p (// p m)(g>Q p L. L'anneau L m [[£]] est muni 
d'une filtration par les puissances de l'idéal engendré par t, et cela définit une filtration 
sur L m [[t\] ® L D clis (V). 

Rappelons (cf. définition 2.1.1) qu'un élément w G M~l est d'ordre r si, pour un (ou 
de manière équivalente tous les) < p < 1, la suite {p~ nr \\ w \\D(ç>, P 1 /p n ))n est bornée. 
On pose alors ||w|| r = f sup n>0 p~™ r ||w|| D ( 0iP i/p") (cette norme dépend bien sûr du choix 
de p, mais pas la topologie qu'elle définit). On renvoie au lemme 4.1.6 ci-dessous pour 
une caractérisation équivalente de la propriété « être d'ordre r ». On a alors le résultat 
suivant, qui précise le théorème D de [Ber04] (pour simplifier, on suppose que <p est 
semi-simple sur D cr i S (V)) : 

Théorème 3.2.2. - - Soit V une représentation cristalline dont les poids de Hodge- 
Tate sont positifs ou nuls et D cris (V) = ®f =1 L ■ avec <p( e î) = a~ x e{ et ai G L. Si 
x = Ylt=i Xi® Ci E ®l D CT i S (V), alors x G N(V) si et seulement si : 

(i) pour tout 1 < i < d, Xi est d'ordre = f val(o;j) ; 

(ii) pour tout m>\, £? =1 V?~ m (^) ® <a G Fil°(L m [[t]] ® L D cris (V)). 

Démonstration. — Afin de démontrer ce théorème, nous devons utiliser certains résultats 
et notations que nous n'avons pas rappelés dans cet article car ils ne sont pas utilisés 
ailleurs. Commençons par montrer que si a: G N(V), alors il satisfait les conditions (i) et 
(ii). On peut supposer que x G N(T) où T est un réseau Gal(Q p /Q p )-stable de V. Nous 
allons utiliser le fait que N(T) est naturellement un sous-ensemble de A + [l/X] çg>^ p T où 
A + est un sous-anneau de B^. is tel que ip : A + — > A + est bijectif, et qui est borné pour la 
topologie p-adique. En particulier, si x G N(T), alors l'ensemble {(p~ m (x)} m >o est borné 
et si x = Yl d i=\ x i ® e ii a l° rs (p~ m {x) = Ylt=i ¥~ m { x i) ® CïT e i ce °i m f &r t Q ue pour tout 
i G {1, • • • , d}, la suite des {<p _m (xj)a:™},n>o est bornée, et Xi est donc d'ordre r\ = val(aj) 
parce que si p > p-V(P-i) e t f(X) G alors \\f(X) \\o(o, P ) = \Hf(X))\\ mpl/P) . Cela 
montre le (i). Le (ii) résulte du fait que, comme x G A + [l/X] ®z p T, on a (p~ m (x) G 
Bj R ®i p T pour tout m > 1 et donc : 

V ~ m (x) G Fil°(B dR ® ïv T) n L m [[t\\ ®l D clis (V) = Fil°(L m [[t}} ® L D clis (V)). 

Montrons maintenant que si x G âê£ ®£ D cris (V) satisfait (i) et (ii), alors x G N(V). Pour 
cela, remarquons que x satisfait les conditions (1), (2) et (3) du théorème D de [Ber04] 
(la condition (1) est automatique car V est cristalline, la condition (2) est équivalente à 
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(ii) et la condition (3) à (i)). On en déduit que, dans les notations de [Ber04], x G D^(V) 
où D\V) est un certain sous-ensemble de D(V). Nous allons utiliser le fait que si V est 
cristalline, alors D^{V) = S[ <S>l®o l [[x]\ N(V) où S'I est le sous-corps de <S L constitué des 
séries formelles /(X) G S L ayant la propriété qu'il existe < r(f) < 1 tel que /(X) 
converge sur la couronne {z G C p , r(f) < \z\ < 1}. Le fait que x G ®£ -Dcris(^) et 
que, comme on l'a rappelé plus haut, M^[l/t] ®£ D cris (V) = M^[l/t] <8>l®q l [[x]] N(V) 
montre que : 

xe(&t[i/t]n4)® L90L[[ x\] N(V). 

Les coefficients de x dans une base de N(V) sont donc des fonctions appartenant à 
&t[l/t] H Si Si /(X) G M+[l/\og(l + X)] n Si alors il existe i > tel que / G 
(L®q l 0l[[X]])[1/<//(X)]. En effet, le fait que / G S L implique que / ne peut avoir qu'un 
nombre fini de pôles, et donc, puisque l'ensemble des zéros de log(l + X) est la réunion 
de l'ensemble des zéros des {(p e (X)} e > , qu'il existe £ > tel que / G M^[l/(p e (X)]. 
Le fait que / G (L ® 0l Q L [[X]])[l/<f(X)] résulte alors du fait que ^+ n S ] L = L ® 0l 
Ol[[X]]. Il existe donc i > tel que x G N(V)[l/(p e (X)]. Le dernier résultat que nous 
allons utiliser sans démonstration (mais qui suit des résultats de [Ber02, §3.3]) est que 
si m > 1, alors (p~ m (N(V)) contient une base de Fil°(L m [[i]] <S>l D cris (V)) sur L m [[i]], 
ce qui fait que la condition (ii) du théorème implique que les coefficients de x dans 
une base de N(V) ne peuvent pas avoir de pôles ailleurs qu'en zéro, et donc que x G 
N(V)[1/X]. En effet, la filtration induite sur (p- m (Ml[l/t](g)N(V)) correspond à « l'ordre 
d'annulation » en ( pm — 1, et le fait d'être dans le Fil correspond donc à l'absence de 
pôle. On termine en remarquant que les calculs de [Ber02, §11.3 et §111.2] montrent que 
les diviseurs élémentaires de l'inclusion : 

&L ®L®0 L [[X]] N(V) C &t ® L D cris (V) 

sont premiers à X et donc que si a; G âê^ ®l D cris (V), et x E N(V)[1/X], alors x G 
N(V). □ 

soit n ti ^ v 

espace de Banach des (i-uplets de fonctions holomorphes (hi, • • • , hd) 
où hi G &l es ^ d'ordre r^, muni de la norme \\(hi, • • • , hd)\\ == sup 1<i<d ||^i|| ri , et soit X 
le sous-espace de Yli=i -^ ri f° rm é des fonctions qui satisfont la condition (ii) du théorème 
3.2.2. Remarquons que N(V) muni de la topologie p-adique est un espace de Banach (on 
peut par exemple décider que N(T) en est la boule unité). Nous aurons besoin du lemme 
suivant : 

Lemme 3.2.3. - - L'espace vectoriel N est fermé dans Yl'f =1 < K Vi et l'application na- 
turelle N(V) — > X est un isomorphisme topologique d'espaces de Banach. 
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Démonstration. — Si m > 1, alors Fil°(L m [[t]] <g> L D clis (V)) est de codimension finie dans 
£m[[t]] ®l D cris (V) et le noyau de l'application : 

d 

\[% r - L m [[t}} ® L D clis (V)/Fi\°(L m [[t}} ® L L> cris (^)) 

qui à (/ii, • • • , /i^) associe l'image de Ylt=i V 9 "™^) ® «r 6 * es ^ donc un sous-espace fermé 
N m de Y\i=i ce lui feit que iV = n m >i/V m est lui aussi fermé dans Yli=i '■ L'appli- 
cation naturelle N(V) — > N est un isomorphisme par le théorème 3.2.2. Par le théorème 
de l'image ouverte, pour montrer que N(V) — > N est un isomorphisme topologique, il 
suffit de montrer que l'application N(V) — > Yli=i ~^ r4 es ^ continue, c'est-à-dire qu'elle 
est bornée. Pour cela, il suffit d'observer qu'une boule unité de N(V) (pour la topologie 
p-adique) est donnée par N(T), qui est un Ol[[X]] -module de type fini. □ 

Le lemme 3.2.3 montre que l'application N(V) — > M£ ®l -Dcris(^) est continue pour la 
topologie forte. 

Remarque 3.2.4- — L'application N(V) — > ®l -Dcris(^) est continue si l'on donne 
à N(V) la topologie faible et à M£ sa topologie de Fréchet. 

Démonstration. — Cela résulte du fait que l'application L ®o L — ► &l es ^ con ~ 

tinue, et du fait que N(V) est un L ® 0i L [[X]]-module de type fini. □ 

3.3. D'un monde à l'autre. — Le but de ce paragraphe est de donner une description 
explicite du L®o L Oi[[X]]-module D$(V) en fonction du L-espace vectoriel D cl]s (V). Étant 
donnés les calculs du paragraphe précédent, il suffit de faire le lien entre N(V) et D$(V). 
On suppose tout au long de ce paragraphe que V est une représentation cristalline dont 
les poids de Hodge-Tate sont dans un intervalle [0;h]. La proposition 3.3.2 ci-dessous 
nous dit qu'alors X h N(V) C D$(V) C N(V) (sous une petite condition technique pour 
la deuxième inclusion). 

Lemme 3.3.1. - - Si les poids de Hodge-Tate de V sont positifs ou nuls et si T est un 
Qi-réseau de V stable par Gal(Q p /Q p ) ; alors les modules de Wach N(V) et N(T) sont 
stables par ip. 

Démonstration. — Rappelons que h est un entier tel que les poids de Hodge-Tate de 
V sont dans l'intervalle [0;h]. Si y G N(T), alors par le (ii) du théorème 3.2.1, on a 
(ip(X)/X) h (X h y) G ip*(X h N(T)) et donc <p(X) h y G <p(X) h <p*(N(T)) ce qui fait que 
y G <p*(N(T)). Ceci étant vrai pour tout y G N(T), on a donc N(T) C <p*(N(T)) et donc 
i/j(N(T)) C N(T). Le fait que ^(N(V)) C N(V) en résulte en inversant p. □ 
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Proposition 3.3.2. - - Si les poids de Hodge-Tate de V sont positifs ou nuls, alors on 
a X h N{T) C £> tt (T) C X~ 1 iV(T). Si les pentes de tp sur D clis (V) sont de plus toutes 
strictement négatives, alors on a D^{T) C N{T). 

Démonstration. — Comme N(T) est un Oi[[X]]-module qui engendre D(T), c'est un 
treillis de D(T) et le lemme 3.3.1 montre que N(T) est en plus stable par ip. Il suit 
alors de [Col04a, lemme 4.27, (iv) et proposition 4.29] que D\T) C X- l N{T). Par le 
théorème 3.2.1, on a ip(X h N(T)) C X h N(T), ce qui fait que X h N(T) C ip(X h N(T)). 
On sait par ailleurs (par le lemme 3.3.1) que ip(N(T)) C N(T), et on conclut de ces deux 
observations que la suite des ip n (X h N(T)) est une suite croissante de Ox,[[X]]-modules 
tous contenus dans N(T), ce qui fait qu'il existe m(T) > tel que ip m+1 (X h N(T)) = 
ïp m (X h N(T)) pour tout m > m(T), et donc que ifj m( - T \X h N{T)) est un treillis qui 
contient X h N(T) et sur lequel ip est surjectif. Le lemme résulte alors du (iv) de la 
proposition 2.3.2. Montrons finalement que si les pentes de ip sur D CT - ls (y) sont toutes 
< 0, alors D*{T) C N{T). On vient de voir que £>»(T) C X^Np). Pour terminer 
la démonstration, nous allons montrer que pour tout k G N, il existe n(k) tel que si 
x G N(T), alors ^ n (x) G N(T) +p k X~ 1 N(T) si n > n(k). Le fait que D*(T) = i/j n (D*(T)) 
implique alors que D^(T) C N(T) + p h X~ 1 N(T), et comme c'est vrai pour tout k > 0, 
c'est que D^(T) C N(T). Nous allons donc montrer que ip n — > sur le L-espace vecto- 
riel de dimension finie X~ 1 N(V)/N(V). Pour cela, rappelons que, par [Ber02, théorème 
III.4.4], on a un isomorphisme de ^-modules N(V)/XN(V) = D clis (V). Six e X^NÇV), 
alors on peut écrire x = X^J^^i-^iViUi) puisque N(V) C tp*(N(V)), ce qui fait que 
■ip(x) = X- 1 YÏ =1 H Q )Vi mod N ( V ) et donc q ue - via l'identification X^N^/NiV) = 
D cris (V) qui à X 3 ^ associe x, l'application tjj : X^N^/NiV) -> X- 1 iV(\/)/X(\/) 
correspond à y? -1 : D cr i S (l / ) — > D cr i S (l / ). Comme on a supposé que toutes les pentes de (p 
sont < 0, on a bien -> sur X^iV^/AW, ce qui fait que C iV(T). □ 

Remarque 3.3.3. — La topologie faible sur D(T) induit une topologie sur N(T) qui 
n'est autre que la topologie (p, X)-adique, ce qui donne une description plus agréable de 
la topologie faible sur D\T). Ceci montre d'autre part qu'une partie de N(V) est bornée 
pour la topologie p-adique si et seulement si elle est bornée pour la topologie faible. 

Corollaire 3.3-4. - - Les modules D^{T)^ =1 et donc D(V)^ =1 sont non nuls ( comparer 
avec le corollaire 2.2.6). 

Démonstration. — Il suffit de montrer que N(T)^ =1 ^ 0. Si x est non nul dans N(T), 
alors y = (1 + X)p(X h+1 x) G (p(X)N(T)f=° comme on le vérifie aisément, et la série 
Y^jLo V 1 (y) converge pour la topologie faible vers un élément z non nul dans N(T) tel 
que (1 - <p)z = y. On a donc i/j(z) = z et 7V(T)^ =1 ^ 0. □ 
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Nous en venons maintenant au dernier point de ce paragraphe, la description de 
hm (D^(T)) en termes de fonctions à valeurs dans D cris (V). De l'application N(V) — > 
&l ®l D CV - 1S (V), on déduit une application encore injective : 

(4) L ® 0l lim(£>«(T)) -> lim^+ ® L D clis (V). 

On suppose comme ci-dessus que ip est semi-simple sur D cris (V), et de plus que <p est de 
pentes strictement négatives sur D CT - ls {y). 

Corollaire 3.3.5. - - Soient D CÏ - ls (V) = ®f =1 L ■ avec v?( e ») = a^ei et ai G tt l O l , 
et soient {(w itn ) n > }i<i<d d suites d'éléments de M~l telles que (t>„) n >o = f (52i=i w i,n ® 
£i)n>o ^ lim (^^ (g)£ D CTis (V)). Alors (v n ) n > G L ® 0i lim D$(T) si et seulement si : 

(i) Pour tout n > et tout 1 < i < d, la fonction w^ n est d'ordre val(aj) et ||iUi jn ||vai(ai) 
est borné indépendamment de n ; 

(ii) pour tous n > 0, m > 1, on a : 

d 

^V^~ m K,n <E> e t ) G Fil°(L m [[t]] ® L D cris (^)); 
i=i 

(iii) pour tout n > 1 et tout 1 < i < d, ïp(wi jn ) = a^w^n-i. 

Démonstration. — Par le théorème 3.2.2, les conditions (i) et (ii) entraînent v n G N(V). 
De plus, le fait que ||iUi jT i||vai(ai) es ^ borné indépendamment de n est alors équivalent, 
par le lemme 3.2.3, à ce que la suite (v n ) n >o est bornée dans N(V) pour la topologie 
p-adique, et donc aussi pour la topologie faible (cf. remarque 3.3.3). Enfin, la condition 
(iii) est équivalente à ce que ip(v n +i) = v n ce qui équivaut à (v n ) n G (hm^ N(V)) h et donc 
finalement à (v n ) n G L ® 0l lim D^(T) par la proposition 2.3.4. □ 

3.4. Une action du Borel supérieur. — Le but de ce paragraphe est de définir une 
action du groupe : 



sur lim D^{T) et de montrer que cette action est continue et topologiquement irréductible 
et que le lemme de Schur est vérifié. On suppose toujours que V est une représentation 
cristalline absolument irréductible dont les poids de Hodge-Tate sont dans un intervalle 
[0;h\. 

Tout élément de g G G peut s'écrire : 

1 0\ (\ 0\ (\ z 



" ~ = 1 p k J \0 al V° 1 
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où k G Z, a G Z* et z G Q p . Si i> = (f„) n >o G lim^ £)"(T), on étend la fonction n 

Z en posant v n = f ijj m {v n+m ) pour n + m > 0. Si a G Z* , on note [a] G T l'unique élément 
tel que s([a\) = a. 

Définition 3. 4-1- — Si v — (f„) n >o £ lim ^ D^(T), on pose pour n G N : 

1 \ \ déf , k 



p k) - V ) = V n-k = $ M 



n 

1 0\ \ déf 



[a](v n ) 

+ Xy" +mz v n+m ), n + m> -vsl(z). 



On laisse le soin au lecteur de vérifier que les formules ci-dessus définissent bien une 
action du groupe G sur lim ^ D^{T). On définit aussi une structure de Ol[[X]] -module sur 

lirn^ D\T) en posant (1 + X) z ■ v = ■ v pour z G Z p . 

Proposition 3.4-2. - - L'application G x lim P\T) — > lim D^{T) est continue. 

Démonstration. — On vérifie qu'il suffit de montrer que l'application ip : lim D^(T) — > 
Um est continue et que l'application B(Z P ) x Um -> Um est con- 

tinue. Si E et {Xj} ie / sont des espaces topologiques et si pour tout i, on se donne une 
application continue fi : E x X { — > E x JQ, alors l'application E x fiiez ^ — * Yliei-^i 
donnée par (e, h- > (/i(e, est continue. En effet, la diagonale A s de liiez y 
est fermée, et l'application (e, h- > (/i(e, est la composition des applications : 

£ * = a* x c x x *) n -^ /! x x ^ n ^ n x * 

iez iez iez iez iez 

On se ramène donc à montrer que si chaque fi est continue, alors riiez /» es ^ continue 
(pour la topologie produit) ce qui est laissé en exercice facile au lecteur. Afin de montrer la 
proposition, il suffit donc de montrer que l'application ip : D^(T) — > D^(T) est continue, 
et que l'application B(Z p ) x D^(T) — > D^(T) est continue. Commençons par montrer 
que si K est une représentation cristalline, alors (a) l'ensemble {p^D(T) + X k D^(T)}jj s: > 
est une base de voisinages de zéro pour la topologie faible et (b) l'ensemble {p>D(T) + 
(p(X) k D\T)}j t k>o est aussi une base de voisinages de zéro pour la topologie faible. La 
proposition 3.3.2 montre que X h N(T) C D^(T) C N(T), ce qui montre le point (a) 
puisque N(T) est un 0^[[X]]-module libre qui engendre D{T) sur &s\l- Pour montrer le 
point (b), et comme p>D(T) + <p(X) k D*(T) C p>D(T) + X k D i (T), il suffit de montrer 
(par exemple) que pour tout k > 0, il existe i tel que p>D(T) + X £ D»(T) C p>D{T) + 
(/9(X) fe D t) (T). Pour cela, remarquons que si m > j est tel que p m > k, alors p>D(T) + 
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XP m+1 D*(T) C p>D(T) + ip(Xy m D*(T) C p> D(T) + ip(X) k D^(T) et on peut donc prendre 
£ = p m+1 . Le fait que l'opérateur ip : D^(T) — > D^(T) est continu pour la topologie faible 
résulte alors du fait que ip {p>D(T) + ip{X) k D*(T)) = p>D(T) + X k D*(T). Montrons 
maintenant que l'application naturelle B(Z p ) x D^{T) — > _D"(T) est continue (pour la 
topologie faible). Comme B(Z P ) agit par multiplication par des éléments de 0^[[X]] ou 
par action de T, et que la topologie faible de D"(T) est définie par une base de voisinages 
de qui sont des 0^[[X]] -modules stables par T, on voit pour chaque g G B(Z P ) l'action 
de g sur D^(T) est continue. Il reste donc à montrer que si W est un voisinage de zéro 
dans D\T), alors il existe un sous-groupe normal ouvert U de B(Z p ) tel que u(x) — x G W 
pour tous (u,x) G U x D\T). Cela résulte des faits suivants : 

(i) si a G Z p et n > 0, alors (1 + Xf na - 1 G (p, X) n+1 ; 

(ii) si 7 G T et n > 0, alors (^p- 1 )?"" 1 - l)iV(T) C (p,X) n N(T), 

que nous laissons en exercices au lecteur. □ 

La proposition suivante est le « lemme de Schur » pour la représentation de G que l'on 
vient de définir. 

Proposition 3.4-3. — Toute application continue G-équivariante : 

f : limD s (T) — ► hmD^T) 

est scalaire, i.e. est la multiplication par un élément de L. 

Démonstration. — Notons pr : lim ^ D$(T) — > D^(T) l'application v \— > v . Commençons 
par montrer que si v = (v n ) n > , alors pr o f{y) ne dépend que de v = pr(t>). Soit K n 
l'ensemble des v G lim^ D*{T) dont les n premiers termes sont nuls, ce qui fait que pour 
n > 1, K n est un sous-Oi[[X]]-module fermé et stable par ip et T de lim D$(T) et que 
ip(K n ) = K n+ i. On en déduit que pr o f(K n ) est un sous- Ol[[X]] -module fermé et stable 
par ^ et T de D^{T). Par [Col04a, lemme 4.56], et comme V est absolument irréductible, 
il existe une constante ct(n) G NU {oo} telle que pr o f(K n ) = p a( ^D^(T). Le fait que 
ip(K n ) = K n+1 et que ^(D^(T)) = D»(T) implique a(n) = a(n + 1). Enfin, on voit que 
K n — > (en ce sens que tout voisinage ouvert de dans lim D$(T) contient K n pour 
n 0), ce qui fait que a(n) — > +oo, et donc finalement que a(n) = +oo pour tout n > 1, 
ce qui veut dire que pr o f(Ki) C K 1 et donc que pr o f(y) ne dépend que de v . Pour 
tout w G £> a (T), soit w un élément de lim ^ D$(T) tel que wq = w. Les calculs précédents 

montrent que l'application h : D^{T) — > D$(T) donnée par = f pr o /(û;) est bien 

définie, et qu'elle est Ol[[X]] -linéaire et commute à ip et à l'action de T. Par [Col04a, 
proposition 4.7], elle s'étend en une application de (ip, r)-modules h : D(V) — > -D(V) qui 
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est scalaire car V est irréductible. Comme f(v) n = h(ip n v) car / commute h ip n , on en 
déduit que / est aussi scalaire. □ 

On a également : 

Proposition 3.4-4- ~ ~ L'action de B(Q p ) sur lim D$(T) est topologiquement irréducti- 
ble. 

Démonstration. — C'est la réunion de la démonstration du corollaire 4.59 et du (iii) de 
la remarque 5.5 de [Col04a] (puisque V et donc V* est absolument irréductible). □ 

4. Représentations cristallines irréductibles de GL 2 (Q P ) 

Le but de cette partie est de définir des espaces de Banach p-adiques H(V) munis d'une 
action linéaire continue de GL^Qp) et d'en commencer l'étude. Les représentations H(V) 
sont associées aux représentations cristallines irréductibles <^-semi-simples V de dimension 
2 de Gal(Q p /Q p ). 

4.1. Fonctions de classe C r et distributions d'ordre r. — Le but de ce paragraphe 
est de rappeler sans preuve les définitions et énoncés (classiques) d'analyse p-adique 
utilisés dans la suite. 

Soit L une extension finie de Q p . Si / : Z p — > L est une fonction quelconque, on pose 
pour n entier positif ou nul : 

«»(/) = £(-!)'(") /("-*)■ 

i=0 ^ ' 

Soit r un nombre réel positif ou nul. 

Définition 4-1-1- - - Une fonction / : Z p — > L est de classe C r si n r \a n (f)\ — > dans 
IR>o quand n — > +oo. 

Rappelons que / est continue si et seulement si a n (f) tend p-adiquement vers quand 
n tend vers l'infini, de sorte que les fonctions de classe C° au sens de la définition 4.1.1 
sont précisément les fonctions continues sur Z p . Toute fonction de classe C r est aussi de 
classe G s pour < s < r et est donc en particulier toujours continue. On note C r (Z p ,L) 
le L-espace vectoriel des fonctions / : Z p — > L de classe C r . 

Toute fonction continue / : Z p — > L s'écrit (développement de Mahler) : 

+oo 

(5) /(*) = !>(/) 

n=0 
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où z G Z p et g) d i f 1, © = si n > 1. De plus, ||/|| ^ sup, 6Z J/(z)| 

coïncide avec sup n>0 |a n (/)|. On vérifie facilement que l'espace C r (Z p ,L) est un espace de 
Banach pour la norme ||/|| r = f sup n>0 (n + l) r |a„(/)|. 

La terminologie « de classe C r » provient du fait que, lorsque r est entier strictement 
positif, les fonctions de C r (Z p ,L) sont aussi les fonctions sur Z p qui, moralement, ad- 
mettent r dérivées avec la r-ième dérivée continue, ce qui explique la terminologie. Par 
exemple, les fonctions localement analytiques sur Z p sont de classe C r pour tout r G M>o- 

Théorème 4.1.2 (Amice-Vélu, Vishik). — Soit d un entier tel que r — 1 < d. Le 

sous-L-espace vectoriel Pol d (Z p ,L) de C r (Z p ,L) des fonctions f : Z p — > L localement 
polynomiales de degré (local) au plus d est dense dans C r (Z p ,L). 

Définition 4- 1-3. — On appelle distribution tempérée d'ordre r un élément de l'espace 
C r (Z p ,L)*, c'est-à-dire une forme linéaire continue sur l'espace de Banach des fonctions 
de classe C r . 

On dit parfois aussi distribution tempérée d'ordre < r. Nous donnons maintenant deux 
descriptions des distributions tempérées d'ordre r. 

Par le théorème 4.1.2, l'inclusion Pol d (Z p ,L) C C r (Z p ,L) induit lorsque r — 1 < d une 
injection : 

e r (Z p ,L)* Pol d (Z p ,L)* 
où Pol d (Z p ,L)* est 1 'espace vectoriel dual de Pol d (Z p ,L). 

Théorème 4-1-4 (Amice-Vélu, Vishik). — Soit /i G Pol d (Z p ,L)* et supposons que 
r — 1 < d. Alors fj, G C r (Z p , L)* si et seulement s'il existe une constante C M G L telle que, 
V a G Z p , V j G {0, • • • , d} et W n G N : 



(6) / (z - aydfi(z) G C^-^Ol 



déf 

- a) j a/j,{z) 

dea + p n Z p ). 



où j a+p n Zp {z - a) 3 d^(z) = f fi(l a+p n Zp (z)(z - a) 3 ) (l a+P ™z p est la fonction caractéristique 



Notons que le plus petit entier d tel que le théorème 4.1.4 s'applique est la partie entière 
de r. Lorsque ji est d'ordre r et r — 1 < d, on pose : 



(7) |M|r,d = f SU PaeZp SUp je{0j ... )d} SUp n6N ( P n{j '' ] 



/ (z — aydfi(z) 

J a+p n Z p 
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On peut montrer que ||/i|| r ,d est une norme sur C r (Z p , L)* qui redonne la topologie d'espace 
de Banach de C r (Z p , L)* et qui est équivalente à la norme : 



(8) 



déf 



sup a6Z sup- eN p 



n(j-r) 



(z — a) 3 dp(z) 



a+p n Z p 



En particulier, la majoration (6) est équivalente à la même majoration pour tout j G N 
(et tout a G Z p , n G N), quitte peut-être à modifier C M . 
Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 4-1-5. - - Soit r G M>o e£ d la partie entière de r . Soit n EN et : 

d 

f( Z ) d i f Yl Wzp(*) E - a ) î G Pol ^> L ) 

o6{0,- ,p n -l} *=0 

on A aj j G L. Alors : 



(9) 



sup 

fiee r (z p ,L)* 



f f(z)dfi(z) 



= sup 



sup |A M |p 



n(r— i) 



\t^\\r,d oG{0,- ,p n -l} ie{0,- ,d} 



Démonstration. — Par (7), on voit que le réel de gauche est plus petit que celui de 
droite. Pour (a, i) G {0, • • • ,p n — 1} x {0, • • • ,d}, il n'est pas difficile de construire 
une forme linéaire fj, a>i G Poi d (Z p , L)* à support dans a + p n 7L v satisfaisant (6) telle 
q ue L+ P ^ p ( z - a) j dVa,i( z ) = si j ^ î (j G {0,-- - ,d}), J a+pnZp (z - a)% M (z) = 
pn(%-r) e j. ||^ 0)i || rjd — i (les détails sont laissés en exercice au lecteur). En particulier, 
Ja+p"z p /( ) VaA ) _ i pn(r-i) eg ^. inférieur au réel de gauche. Comme cela est vrai pour 

H/^o-ji \\r t d 1 

tout (a, i) G {0, • • • ,p n — 1} x {0, • • • , d}, on en déduit le résultat. □ 

L'espace vectoriel des fonctions localement analytiques sur Z p , An(Z p , L) (muni de sa 
topologie d'espace de Fréchet, cf. [SchOl, §16]), est a fortiori dense dans C r (Z p , L) et on 
dispose donc aussi d'une injection continue entre duaux continus : 

e r (Z p ,L)* An(Z p ,L)*. 

La transformée d'Amice-Mahler : 



+oo 
n=0 



(10) /i i — > > //(('Il A'" 

induit un isomorphisme topologique entre An(Z p ,L)* et Rappelons que (voir §2.1) 

( +oo 

®î = \ anXn K e L > lim n |o n |p n = V p G [0, 1[ 



n=0 



et que cet espace est muni de la topologie d'espace de Fréchet induite par la collection 
des normes || • ||d(o,p) — su Pn(l a «|p n ) pour < p < 1. Rappelons également (définition 
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2.1.1) qu'un élément w G est d'ordre r si, pour un (ou de manière équivalente tous 
les) p g]0, 1[, la suite (p~ nr \\w\\ D ( ^i/ P ™y) n est bornée dans M> . 

Lemme 4. 1.6. -- Soit w = J2t=o a nX n G M~£. 

(i) Un élément w = Yln=o a n-X n e &l es ^ d'ordre r si et seulement si {n~ r \a n \} n >i 
est borné (dans M^oj lorsque n varie. 

(ii) Les normes sup„ (p~ nr \\w\\ D ^ 0p i/ P "^) et sup„ ((n + l) _r |a„|) sont équivalentes pour 
tout p G]0, 1[. 

Démonstration. — Voir [Col04a, §1.1.4]. □ 

Le résultat suivant découle immédiatement des définitions et du lemme 4.1.6 : 

Proposition 4-1-7- ~~ Soit p G An(Z p ,L)*. Alors p G C r (Z p ,L)* si et seulement 
l'élément ^2^=0^ (CD) ^™ es ^ d'ordre r dans 

On peut montrer que \p\\ T == sup n ((n + l)~ r \p ((*))|) est une norme sur C r (Z p ,L)* 
qui redonne la topologie d'espace de Banach de C r (Z p ,L)*. 

4.2. Définition de II(V). — Le but de ce paragraphe est de donner une première 
définition de II(V) comme espace fonctionnel. 

Soit V une représentation cristalline (^-semi-simple absolument irréductible comme au 
§3.1 (rappelons que V à pour poids de Hodge-Tate (0, k — 1) avec nécessairement k > 2 
sinon V n'est pas absolument irréductible). Les valeurs propres a -1 et de y? sur 
-Dcris(^) = D(a,P) sont alors telles que a 7^ f3, val(a) > 0, val(/3) > 0, val(a) + val(/3) = 
/c — 1 et val(a) > val(/3) (quitte à échanger a et /3). 

Soit -B(«) l'espace de Banach suivant. Son L-espace vectoriel sous-jacent est formé des 
fonctions / : Q p — > L vérifiant les deux conditions : 

(i) f\z p est une fonction de classe C val(Q ) ; 

(ii) (^) val ^ z k ~ 2 f (1 / z)\z p -{o} se prolonge sur Z p en une fonction de classe e val ( a ). 
Comme espace vectoriel, on a donc : 

(H) B(a) ~ C val ^(Z p , L) © C val ^(Z p , L), / h/J/j 

où, pour 2 G Z p , /x^) = /(ps) et / 2 (*) = (ap/T 1 )™ 1 **)**- 2 /^/*)- On munit S(a) de 
la norme : 

11/11 = f max(||/i|| val(a) , ||/ 2 ||val(a)), 

qui en fait un espace de Banach en vertu du §4.1. On fait agir L-linéairement GL 2 (Q P ) à 
gauche sur les fonctions de B(a) comme suit : 
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Notons que ^ °j agit par la multiplication par e k 2 (a)( £ ^) val(a) G 0£. 

Lemme 4-2.1. - - Si f G -B(a) et g E GL 2 (Q P ), alors g • f G -B(a) l'action de 
GL 2 (Q P ) snr i?(o;) se /azi par automorphismes continus. 

Démonstration. — On pose r = f val(a:), d la partie entière de r (donc d < k — 2) et on 
munit l'espace de Banach C r (Z p ,L) de la norme induite par son bidual, c'est-à-dire : 

éf k v f( z )M z ) 

= sup ii — ii 

qui redonne la topologie d'espace de Banach de C r (Z p ,L) par [SchOl, lemme 9.9] et les 
résultats du §4.1. L'assertion du lemme est triviale si g est scalaire. Par la décomposition 
de Bruhat et le cas scalaire, on est réduit à montrer la stabilité et la continuité pour 
les matrices g de la forme (° P Y (J °) et (J (A G Q p x ). Le premier cas est évident 



puisqu'il envoie / = (/îj/b) G 5 (a) sur (/2,/i) G -B(a) (cf. (11)). Quitte à conjuguer 



par (° ^) et à multiplier par un scalaire convenable, on peut prendre À G Z p — {0} dans 



1 o 



le deuxième et g envoie alors (fi(z),f2(z)) G B(oî) sur (fi(Xz), ^(Az)) (à multiplication 
par des scalaires près). Il suffit donc de montrer que l'application /(•) i— > /(A-) est bien 
définie et continue de C r (Z p , L) dans C r (Z p , L). Par le théorème 4.1.2, il suffit de montrer 
qu'il existe c G |L X | tel que, si / G Pol d (Z p ,L) C C r (Z p ,L), alors ||/(A-)|| < c||/(-)||. En 
écrivant, pour un n G N assez petit et des \ n , a ,i G L convenables : 

d 

f( z )= Y 1 a+p™z P (z)Y Xa > i ( z ~ a Y> 

ae{0,-,p' l -l} i=0 

un calcul donne : 

d . 

f( Xz ) = Y 1 î +P n -™ i wz P ( z ) Y x ^ x { z ~j) ■ 

val(a)>val(A) 

On en déduit grâce à (7) : 

||/(A-)|| < sup sup \\ a ^\p^- v ^ r ^ 

ae{0,-,p n -l}i6{0,-,4 
val(a)>val(A) 

< sup sup \\ a ,i\P n(r ~ i) P~ rvalW 

ae{0,-,p n -l}ie{0,-,d} 

< 11/(011 

où la dernière inégalité résulte du lemme 4.1.5 et du fait que val(A) > 0. Passons au 
dernier cas. Quitte à conjuguer g — Q *J par un élément convenable de Q Q ° x j, on 
peut supposer À = p et g envoie alors (/i,/2) sur + 1), (1 + pz) k ~ 2 f 2 (z / (1 + pz))) 
(à multiplication par des scalaires près). Il suffit donc de montrer que les applications 
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/(*) l— *■ /(' + 1) et /(') l— * (1 + P z ) k ~ 2 f('/(^ + £>')) son t bien définies et continues de 
C r (Z p , L) dans C r (Z p , L). Cela se vérifie par un argument analogue au précédent avec un 
calcul utilisant (7) et (8) dont on laisse les détails au lecteur. □ 

La représentation B(a) doit être pensée comme une induite parabolique. Sans donner 
un sens formel à ce qui suit, on a un isomorphisme GL 2 (Q p )-équivariant : 

(Ind^ î,) nr(a- 1 ) ® ^nr^/T 1 )) 6 ^ ~ B{a) 

où l'espace de gauche est celui des fonctions F : GL 2 (Q P ) — > L qui sont de classe C val<Q ) 
(oublions que nous n'avons pas défini de telles fonctions dans ce cadre!) telles que : 

(13) F (J^ g^j = a- v ^p v ^r val{d) d k - 2 F(g) 

avec action de GL 2 (Q P ) donnée par (g ■ F) (g') = f F(g'g). On passe de F à une fonction 
/ G B(a) en posant : 

(14) /W = ^((_°! I 

On définit de même B(/3) muni d'une action de GL 2 (Q P ) par automorphismes en 
échangeant partout a et (3. 

Voici des exemples importants de fonctions dans B (a) : 

Lemme 4-2.2. - - PourO < j < val (a) et a G Q p , les fonctions z \— > z 3 et les fonctions : 

/mA val ( z ~ a ) 
z^(^) (z-a) k - 2 -> 



P 

(prolongées par en a) sont dans B(a). 



Démonstration. — En faisant agir (j Q J sur z 3 , il suffit de traiter les deuxièmes fonctions. 

En faisant agir Q "J, il suffît même par le lemme 4.2.1 de traiter le cas a = et comme 

z i— > ^ est clairement de classe C val(Q ) sur Z p , il suffit de montrer que z h* /(z) = f 
(ap/3 _1 ) val( ^ z k ~ 2 ~ J est de classe C val(a ) sur Z p . Soit / la fonction nulle sur Z p et, pour 
n G Z, n > 0, posons / n (z) = f (ap/? -1 )^^^ -2- - 7 si val(z) < n, f n (z) = f sinon. La 
fonction /„ est de classe C val ( Q ) sur Z p puisqu'elle est localement polynomiale. Il suffit de 
montrer que f n+1 - f n -> dans C val(Q) (Z p , L) quand n -> +oo (car Y^=o(fn+i ~ fn) = 
f e e val M(Z p ,L) puisque C val ^(Z p ,L) est complet). Par [SchOl, lemme 9.9], il suffit de 
vérifier que f n+ i — f n — > dans (-B(a)*)*, i.e. que : 



L(f n +i(z) - fn(z))dn(z) 



sup 

^ee val («)(z p ,L)* ||A*||vai(o() 



quand n — > +oo. 
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Mais : 



(/n+i(*) " /„(*))dM*)=( ( / z k ~ 2 -Hix{z) - [ z k - 2 -H^z) 

■p \ P J \Jp n Zp Jp"+ 1 Z p 



d'où : 

-ra(2val(a)-fc+2) -n(fc-2-j-val(a)) 



/ (/n+lfc) - f n (z))d(l(z) 



où c == max(l,p _ ( fc ~ 2_J,_val<a ^) en utilisant (8) et en se rappelant que val(o;) +val(/3) = 
k — l. Cela implique | J* z (/ n+ i(z) — f n (z))d/j,(z)\ < c\\fi\\ VSL i( a )p n< - j ~ val< -- a ïï d'où le résultat 
puisque j < val(a). □ 

On a un lemme analogue en échangeant a et (5. On note L(a) l'adhérence dans B(a) du 
sous-L-espace vectoriel engendré par les fonctions z j et (ap(3~ 1 ) val ^ z ~ a \z — a) k ~ 2 ~ j pour 
a G Q p et j entier, < j < val(o;). De même, on note L(f3) l'adhérence dans B(f3) du 
sous-L-espace vectoriel engendré par les fonctions z j et (f3pa~ 1 ) val ^ z ^ a \z — a) k ~ 2 ~ j pour 
a G Q p et j entier, < j < val(/3). Notons que, lorsque a = p(3, L((3) est de dimension 
finie et s'identifie aux polynômes en z de degré au plus k — 2. 

Lemme 4-2.3. - - Le sous-espace L(a) (resp. L(j3)) est stable par GL 2 (Q P ) dans B(a) 
(resp. B(j3). 

Démonstration. — Exercice. □ 

Définition 4.2.4. — On pose U(V) = B(a)/L(a). 

Il s'agit encore d'un L-espace de Banach (avec la topologie quotient) muni d'une action 
de GL 2 (Q p ) par automorphismes continus. Nous allons voir que l'application GL 2 (Q p ) x 
— > H(V) est continue, que H(V) est unitaire et que l'on a un morphisme continu 
GL 2 (Q p )-équivariant / : B(P)/L((3) — > T1(V) qui est un isomorphisme lorsque a 7^ pf3. 

4.3. Autre description de — Le but de ce paragraphe est de donner une 

description plus intrinsèque de H(V) = B(a)/L(a) pour en déduire certaines propriétés de 
l'action de GL 2 (Q P ) (continuité, unitarité, entrelacements) peu évidentes sur la définition 
précédente. On conserve les notations du §4.2. 
Soit : 

n(a) = Sym fe - 2 L 2 ® L Indg^nr^- 1 ) <g> nr^/T 1 ) 

la représentation de GL 2 (Q P ) produit tensoriel de la représentation algébrique Sym fc-2 L 2 
par l'induite parabolique lisse Indg^^m^a: -1 ) (gmrQo/^ 1 ) (c'est-à-dire l'espace des fonc- 
tions localement constantes h : GL 2 (Q P ) — > L vérifiant une égalité analogue à (13) avec 
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action à gauche de GL 2 (Q p ) par translation à droite). On munit n(a) de l'unique topolo- 
gie localement convexe (au sens de [SchOl]) telle que les ouverts sont les sous-O^-modules 
générateurs (sur L). La représentation ir(a) est dite localement algébrique (cf. l'appendice 
de [ST01]) et n'est autre que la représentation Alg(V) çg>£ Lisse(F) de l'introduction. 

On identifie Sym fc ~ 2 L 2 à l'espace vectoriel des polynômes P(z) de degré au plus k — 2 
à coefficients dans L munis de l'action à gauche de GL 2 (Q P ) : 

(15 , çg.pw.^.^^). 

Comme en (14), on identifie Indg^^ p ^nr(o; _1 )(g)nr(p / 3~ 1 ) à l'espace vectoriel des fonctions 
/ '■ Q P — > L localement constantes telles que (^) val (^) j (\ / z ) se prolonge sur Q p en une 
fonction localement constante avec action à gauche de GL 2 (Q P ) comme en (12) mais sans 
le facteur (— cz + a) k ~ 2 . On en déduit une injection GL 2 (Q p )-équivariante continue : 

(16) ir(a) - B(a), P(z) ® f(z) ^ P(z)f(z). 

Par le théorème 4.1.2, l'image de n(a) est dense dans B(a). En particulier, on a une 
injection continue B(a)* ir(a)*. On définit de même ir(/3) et une injection GL 2 (Q P )- 
équivariante continue d'image dense n(/3) B{(3). Ces injections induisent des applica- 
tions GL 2 (Q p )-équivariantes continues ir(a) — » B(a)/L(a) et ir(/3) — > B(/3)/L(/3). 

Si 7T° est un sous-Oi-module générateur d'un L-espace vectoriel 7r, rappelons qu'on 
appelle complété de -n par rapport à n° l'espace de Banach : 

n = (lim7r77r27r )®o L L. 

n 

On a un morphisme canonique d'image dense tt — > fi qui n'est pas injectif en général (si 
7r° = 7r, on a fi = 0). Le dual continu II* de II s'identifie en tant qu'espace de Banach 
à Homo i (7r°, Ol) ®o l L (avec Homo i (7r°, 0^) comme boule unité). Si tt est un espace 
localement convexe tonnelé (cf. [SchOl, §6]) muni d'une action continue d'un groupe 
topologique localement compact G telle que ir° est ouvert et stable par G, il est facile de 
vérifier en utilisant le théorème de Banach-Steinhaus (cf. [SchOl, proposition 6.15]) que 
Il et LT* sont des C7-Banach unitaires et que la flèche canonique n — > Il est continue. 

Théorème 4-3.1. - - L'application ir(a) — > B(a)/L(at) induit un isomorphisme 
topologique GL 2 (Q p ) -équivariant entre B{a)/ L{a) et le complété de n(a) par rapport à 
un quelconque sous-Oi-module générateur de n(a) stable par GL 2 (Q P ) et de type fini 
comme OL[GL 2 (Q p )]-module. On a le même résultat en remplaçant a par (5. 

Démonstration. — Notons que le complété ne dépend pas du choix du sous-Ox[GL 2 (Q p )]- 
module de type fini générateur de n(a) car ces Oi-modules sont tous commensurables 
dans n(a). En utilisant GL 2 (Q P ) = B(Q P )GL 2 (Z P ) et le fait que GL 2 (Z P ) est compact, 
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on voit facilement qu'il suffit de compléter par rapport à un sous-Oi[B(Q p )]-module de 
type fini générateur quelconque, par exemple : 

fc-2 fc-2 / , v val(z) \ 

gO i [B(Q p )](l Zp (z)^) + gO i [B(Q p )] l Qp -z p (z)zij C Tr(a) 

où 1[/ est la fonction caractéristique de l'ouvert f/. Le dual du complété cherché est donc 
isomorphe au Banach : 

(17) {fi G 7r« I V g G B(Q p ), V j G {0, • • • , k - 2}, \f,(g(l Zp (z)z^))\ < 1 

et ^(gil^iz^app- 1 )^^ < 1} ® 0l L. 



En utilisant l'intégralité du caractère central, il est équivalent de prendre g G ®% 
dans (17). Pour / G tt(cx), vue comme fonction sur Q p via (16), et f/ ouvert de Q p , on 
écrit J v f(z)dfi(z) pour fi(lu(z)f(z)). Un calcul donne alors que les conditions sur /j, dans 
(17) sont équivalentes à l'existence d'une constante C G L indépendante de fi telle que, 
pour tout a G Q p , tout j G {0, • • • , k — 2} et tout n G Z : 



(18) / (2-a) J rf/i(2) G Cp n(j - val(a)) L 

n / \val(z— a) 

(19) / j^J (z - a) k - 2 -'dfi(z) G Cp n(v ^ a ^O L 

jQ„-(a+p n Z p ) \ P J 



(si g = poser n = — val(/i) et a = A///; en fait, on peut prendre C = 1). De (18), 



on déduit facilement en notant que val(z — a) = n — 1 si z G (a + p n ^ lr L v ) — (a + p n Z p ) 
et quitte à modifier C : 

« / \ val(z— a) 

(20) / j^j (î-^-^jeC/W^Oi. 

i(a+p"- 1 Zp)-(a+p"Z p )V P J 

En décomposant Q p - (a + p n Z p ) = Q p - (a + p n+1 Z p ) \ (a + J5™Z P ) - (a + p n+1 Z p ), 
puis Q p - (a + J5" +1 Z P ) = Q p - (a + p n+2 Z p ) \ (a + p n+1 Z p ) - (a + p" +2 Zp) etc. jusqu'à 
arriver à Q p — (a + p n+m Z p ) avec n + m > 0, on déduit de (20) que (19) pour j < val (a) 
découle de (18) et de (19) pour n > (utiliser (20) pour les morceaux compacts dans la 
décomposition et (19) avec n' = n + m > pour le restant). Si a ^ 0, en décomposant 
Qp - (a + p n Z p ) = Qp-(a + p"- 1 Zp)n(a + p"- 1 Zp) -(a+p n Z p ), puis Q p - (a+p"-%) = 
Qp - (a + p n - 2 Z p ) H (a +p n - 2 Z p ) - (a + p n ^Z p ) etc. jusqu'à arriver à Q p - (a + p n ~ m Z p ) 
avec n — m < val(a) et n < m, on déduit de (20) que (19) pour a ^ et j > val(a) découle 
de (18) et de (19) pour a = et n < (utiliser (20) pour les morceaux compacts dans la 
décomposition puis développer (z — a) k ~ 2 ~i et utiliser (19) avec a = 0etn' = n — m<0 
pour le restant). Autrement dit, (18) et (19) sont équivalents à : 

(i) (18) ; 
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(ii) (19) pour n > ; 

(iii) (19) pour a = et n < 0. 

Par ailleurs, tout /i G n(a)* s'écrit /i = (/ii,/i 2 ) où /ij G Pol fc ~ 2 (Z p , L)* (si / G 7r(o;), 
f(z)d/i(z) = f z fi(z)d/ii(z) + f z f 2 (z)dfi 2 ( z ))- Un calcul facile (laissé au lecteur) 
montre que /ii et /i 2 vérifient (6) pour r = val(a) et d = k — 2 avec ||//i||vai(a),fc-2 < C (i.e. 
/ii, /i2 G C val ^ a ^(Z p , L) par le théorème 4.1.4 avec leurs normes bornées, i.e. /x est dans une 
boule de B(a)* C 7r(a)*) si et seulement si /i vérifie (quitte à modifier C) : 

(21) / {z - a) j dfi(z) G Cp n( ^ val(a)) L 

Ja+p n Z p 

pour tout a G pZ p , tout j G {0, • • • , k — 2} et tout entier n > 1, puis : 

(22) / /^Y alW ^-2-i (1 _ az y d/I ^ e Cp n(j- Va X(a)) 0L 

pour tout a G Zp — {0}, tout j G {0, • • - , k — 2} et tout entier n > val(a), et enfin : 

(23) / fpayiz ) z k-^-j d ^ z) e Cp n(val(a)-,) 0i 

pour tout j G {0, • • - , k — 2} et tout entier n < 0. En développant z h ~ 2 ~ j = ((z — gT 1 ) + 
a -i^k-2-j j ans (22), un calcul montre que, quitte à modifier C, (21), (22) et (23) sont 
équivalents à : 

(iv) (18) pour a ^ ; 

(v) (18) pour a = et n > ; 

(vi) (19) pour a = et n < 0. 

Si /i est comme en (17), i.e. si /i vérifie (i) à (iii), alors a fortiori fi vérifie (iv) à (vi) et donc 
H G B(a)* C ir(a)*. Mais on a plus. En faisant tendre n vers — oo dans (18) lorsque a = 0, 
on voit que (18) pour j < val(a) et a = implique que /i annule les fonctions z^ G B(a). 
En faisant tendre n vers +oo dans (19), on voit que (19) pour j < val(o;) implique que /i 
annule les fonctions (£!£) val<2 a ^ z — a y~ 2 'j £ B{a). Un examen plus approfondi (sans dif- 
ficulté mais que nous omettons pour ne pas allonger la preuve) montre que les conditions 
(i) à (iii) précédentes sont en fait équivalentes aux conditions (iv) à (vi) avec les deux 
conditions supplémentaires que /i annule les fonctions z^ pour j < val(a) et les fonctions 
(^) val<2 a \z — a) k ^ 2 ^^ pour a G Q p et j < val(a), c'est-à-dire les fonctions de L(a). 
Autrement dit, on obtient que le Banach dual du complété cherché est isomorphe dans 
n(a)* au sous-espace de Banach de B(a)* formé des \x qui annulent L(a), c'est-à-dire à 
(B(a)/L(a))*. En particulier, (B(a)/L(a))* est un GL 2 (Q P )-Banach unitaire. Comme les 
Banach ne sont pas réflexifs, nous allons devoir faire un passage par les topologies faibles 
pour déduire l'isomorphisme de l'énoncé. L'injection B(a)/L(a) ((B(a) / L(a))*)* 
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étant une immersion fermée GL 2 (Q p )-équivariante, B(a)/L(a) est aussi un GL 2 (Q P )- 
Banach unitaire. Cela entraîne facilement que l'application 7r(a) — > B(a)/L(a) induit 
un morphisme GL 2 (Q p )-équivariant continu du complété unitaire ci-dessus de n(a) vers 
B(a)/L(a), donc un morphisme continu sur les duaux munis de leur topologie faible (qui 
sont des « modules compacts à isogénie près » au sens de [ST02b]). Mais on vient de 
voir que ce morphisme sur les duaux était bijectif (et même un isomorphisme topologique 
pour les topologies fortes). Par [Bre03b, lemme 4.2.2], on en déduit que c'est aussi un 
isomorphisme topologique pour les topologies faibles. Par dualité (cf. [ST02b, théorème 
1.2]), on obtient l'isomorphisme topologique GL 2 (Q p )-équivariant de l'énoncé. Le cas (3 
se traite de même. □ 

Rappelons qu'il existe, à multiplication par un scalaire non nul près, un unique mor- 
phisme non nul GL 2 (Q p )-équivariant : 

(24) J lissc : Ind^ ) nr(/3- 1 ) ® nr^ 1 ) - Ind^^a" 1 ) ® nrfo/T 1 ) 

qui est un isomorphisme lorsque a ^ pf3 et qui a un noyau et un conoyau de dimension 
1 lorsque a = p(3 (voir [Bum98, §4.5] par exemple). En termes de fonctions localement 
constantes sur Q p , ce morphisme est donné explicitement par : 

(25) I lissc (h)(z)= [ (^Y aKx) h(z + x'^dx = [ ( ^Y aKX) h(z + x)dx 

Jq p k a J Jq p k p j 

= [ m^ z - x \{x)dx 

Jq p k p 1 

où dx est la mesure de Haar sur Q p (à valeurs dans Q C L). Comme la théorie des 
représentations lisses est algébrique, il n'y a pas de problèmes de convergence dans les 
intégrales ci-dessus car on peut toujours remplacer les sommes infinies aux voisinages de 
ou de — oo par des expressions algébriques en parfaitement définies. En tensorisant 

par l'application identité sur Sym fc_2 L 2 , on en déduit un morphisme non nul GL 2 (Q P )- 
équivariant : 

(26) / : tt((3) — ► n(a) 
qui est un isomorphisme lorsque a ^ p(5. 

Corollaire 4-3.2. - - Les représentations B(a)/L(a) et B(f3)/ L(f3) sont des GL 2 (Q p )- 
Banach unitaires et on a un diagramme commutatif GL2(Q P ) -équivariant : 

B((3)/L((3) -I* B(a)/L(a) 
î î 
tt{0) — > n(a) 



REPRÉSENTATIONS CRISTALLINES IRRÉDUCTIBLES DE GL 2 (Q P ) 



31 



où I est le morphisme GL 2 (Q p ) -équivariant de (26). Lorsque a ^ pf3, les flèches I et I 
sont des isomorphismes. 

Démonstration. — Cela découle du théorème 4.3.1 car l'image par une flèche GL 2 (Q P )- 
équivariante d'un 0_L[GL 2 (Q p )]-module de type fini est aussi un L [GL 2 (Q p )]-module de 
type fini. □ 

Lorsque a = pf3 (ce qui implique val(/3) — (k — 2)/2), il est évident que B(f3)/ L(f3) est 
non nul puisque L(f3) est dans ce cas une représentation de dimension finie (isomorphe via 
(15) à la représentation algébrique Sym fc_2 L 2 à une torsion non ramifiée près). Dans les 
autres cas, le théorème 4.3.1 ne démontre en rien que les espaces de Banach B(a)/L(a) 
et B{($)/L{P) sont non nuls. Mais on a : 

Proposition 4-3.3. -- Sia^pf3, le Banach B(a) / L(a) (resp. B(f3) / L(f3)) est non nul 
si et seulement si 7r(a) (resp. ir(f3) ) possède un Q^-réseau stable par GL 2 (Q P ). Si a = pf3, 
le Banach B(a)/L(a) est non nul si et seulement si ir(a) possède un Q L -réseau stable 
par GL 2 (Q P ). 

Démonstration. — Rappelons qu'un O^-réseau est par définition un sous-O^-module 
générateur qui ne contient pas de L-droite. Supposons d'abord a ^ p/3, de sorte que 
les représentations ir(a) et ir((3) sont (algébriquement) irréductibles. Si B(a)/L(a) ^ 0, 
l'application canonique ir(a) — > B(a)/L(a) est injective car non nulle (car d'image dense) 
et une boule unité de B(a)/L(a) stable par GL 2 (Q P ) induit un réseau stable par GL 2 (Q P ) 
sur 7i(a). Inversement, supposons que n(a) possède un O^-réseau stable par GL 2 (Q P ), 
alors pour tout / non nul dans n(a), Ol[GL 2 (Q p )]/ C n(a) est un O^-réseau de n(a) de 
type fini comme OL[GL 2 (Q p )]-module. Il est générateur car ir(a) est irréductible et il ne 
contient pas de O^-droite car, à multiplication près par un scalaire, il est contenu dans 
un L -réseau stable par GL 2 (Q p ) de ir(a). L'application de n(a) dans son complété par 
rapport à L [GL 2 (Q p )]/, qui est B(ct)/L(ct) par le théorème 4.3.1, est alors injective et 
en particulier B(a)/L(a) ^ 0. Lorsque a = pj3, ce qui suppose k > 2, ir(a) n'est plus 
irréductible et a un quotient isomorphe à Sym fc_2 L 2 . Si B(a)/L(a) ^ 0, l'application 
non nulle 7r(a) — > B(a)/L(a) reste injective sinon elle induirait une injection non nulle 
Sym fc_2 L 2 B(a)/L(a) ce qui est impossible car, pour k > 2, Sym fc_2 L 2 ne possède pas 
de Oi,-réseau stable par GL 2 (Q P ). □ 

Notons que, lorsque a = p/3, 7r(/3) ne peut posséder de O^-réseau stable par GL 2 (Q P ) car 
sa sous-représentation irréductible Sym fe_2 L 2 n'en possède pas. Dans ce cas, l'application 
7r(/3) — > B(f3)/L(f3) est non injective (son noyau est précisément Sym fc_2 L 2 ). Via la 
proposition 4.3.3, on peut montrer pour des petites valeurs de k ou pour les valeurs de 
(k,a,(3) provenant des formes modulaires que les Banach B(a)/L(a) et B(f3)/L(f3) sont 
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non nuls, voir par exemple [Bre03a], [Bre03b, §1.3], [Bre03c], [Eme04]. On va voir 
dans la suite que la non nullité pour tout k (et tout a, j3) découle de la théorie des (ip, T)- 
modules. Une autre approche possible, purement en termes de théorie des représentations, 
est présentée dans [Eme04, §2]. 

5. Représentations de GL 2 (Q P ) et (</?, r)-modules 

Le but de cette partie est de démontrer l'existence d'un isomorphisme topologique 
canonique entre ( lim ^ D(V)) b et le dual U(V)* (muni de sa topologie faible) et d'en 
déduire que H(V) est toujours non nul, topologiquement irréductible et admissible. 
Ces énoncés étaient conjecturés (et des cas particuliers démontrés) dans [Bre03a] 
et [Bre03b]. Le fait remarquable est que ces énoncés, entièrement du côté GL 2 , 
se démontrent en passant par le côté galoisien. On fixe une fois pour toutes une 
représentation cristalline irréductible V comme au §3.1 avec -D C ri s (^) — D(a,j3). 

5.1. Deux lemmes. — Le but de ce paragraphe est de démontrer deux lemmes tech- 
niques mais importants utilisés dans les paragraphes suivants. On utilise sans commen- 
taire certaines notations du §3.2. 

Lemme 5.1.1. - - Soit m G N — {0} ; w a , wp G et ji a , /ip les distributions localement 
analytiques sur Z p correspondantes par (10). La condition : 

tp~ m (w a ®e a + wp® e p ) G Fil°(L m [[i]] ® L D(a, (3)) 

est équivalente aux égalités dans Q p : 

a m ! ztQ m dfi a (z)=p m ! ziQmdpip(z) 

pour tout j G {0, • • - , k — 2} et toute racine primitive p m -ième ( p ™ de 1. 

Démonstration. — On a : 

(p~ m (X) = ( pm exp(t/p m ) - 1 = ( pm (exp(t/p m ) - 1) + C P m - 1 

dans Q p (/v0[[£]] (voir §3.2). En posant w a = J2t^o a i x * et W P = J2Î^o foX 1 { a h A £ L), 
la condition sur Fil est équivalente à : 

+oo +oo 

(27) a m a tV - m (Xye a + (3 m ]T A^PO^ G 

i=0 i=0 

L m [[t}](e a + ep) © (exp(t/p m ) - l)^ 1 (L m [[t]]e a ) 
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en notant que exp(t/p m ) — 1 engendre gr 1 (Q p [[t]]) = Q p t. On peut supposer L aussi grand 
que l'on veut en (27), et en particulier contenant Q p (fjb p m). En utilisant : 

L m = Qp(fJtpm) ® Qp L = ] [ L 

et en développant (p~ m (X) 1 = (Cp m ( ex P(t/p m ) — 1) + Cp m ~ un calcul facile montre 
que la condition (27) est équivalente aux égalités dans L : 

+ 00 / .x +00 



1-J 



(28) cT ^ M ' ) (Cp- - 1)*"' = P m E A ( J " X ) 

pour tout j G {0, • • - , k — 2} et tonte racine primitive p m -ième ( p m de 1. Noter que les 
séries en (28) convergent bien car val(£ p m — 1) > 0. En se souvenant que ctj = (f)dfi a (z) 
et en utilisant le développement de Mailler (5) : 



on obtient : 

+ 00 / .\ „ + OC 



E <* (j) - = j[ ( E (<) (j) (Cp- - 1)^')^(^) 

(la série £? =j Q (C p ™ - 1)'"' convergeant vers Q (Cp™ " 1) <_J ' ( ■) dans An(Z p , L) 

(cf. [Col04a, §2.1.2]), on peut inverser / et X])- On a la même égalité avec $ et /ig. Avec 
(28), on déduit le résultat. □ 

Via l'identification Q p /Z p = Z[l/p]/Z, on peut définir le nombre complexe algébrique 
e 2i7T2 p 0ur ^out z G Q p (par exemple, e 2î?rz = 1 si z G Z p ). En fixant des plongements 
Q C et Q Q p , on peut voir e 2tnz comme un élément de Q p . On obtient ainsi un 
caractère additif localement constant Q p — > Q p , z h- >■ e 2î7rz trivial sur Cg que l'on fera 
dans la suite ne dépendra pas du choix de ce caractère, i.e. du choix des plongements. 

Notons Pol d (Q p , L) le L-espace vectoriel des fonctions localement polynomiales à sup- 
port compact / : Q p — > L de degré (local) au plus d. Si fi est une forme linéaire 
sur Po\ d (Q p , L), U un ouvert compact de Q p et / : Q p — > L une fonction locale- 
ment polynomiale de degré au plus c? à support quelconque, on note comme d'habitude 

j„/(*0<W = MM*)/(*))- 



Lemme 5.1.2. - - S'oit /i a et /ig deux formes linéaires sur Pol fe 2 (Q P ,L). Les énoncés 
suivants sont équivalents : 
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(i) Pour tout j G {0, • • • , k — 2} 7 toni y G Q* e£ £ou£ iV > val(y), on a : 

(29) / z 3 e 2inzy d^(z) = (Py aHy) f z j e 2iwzy dfi a (z). 

(ii) Pour tout f G ir(a) à support compact (comme fonction sur Q p via (16)) tel que 
I(f) G 7r(/3) est aussi à support compact (comme fonction sur Q p via (16)), on a : 

(30) / f(z)dii P (z) = ^— £■ / I(f)(z)df, a (z). 

Démonstration. — Comme a ^ (3 et (3 ^ pa, la constante dans (30) est bien définie 
et non nulle. Soit h : Q p — > L une fonction localement constante à support compact 
et h la transformée de Fourier (usuelle) de h. Rappelons que h est aussi une fonction 
localement constante sur Q p à support compact telle que h{x) = h(z)e~~ 2t7TZX dz et 
h(z) = h(x)e 2t7TZX dx où dx, dz désignent la mesure de Haar sur Q p . Pour \z\ ^> 0, on 
a J lissc (/i)(2) = (ap/r 1 )™ 1 ^ f Qp h(x)dx = (ap/r^M^O) et on voit que J lisse (/i) est à 
support compact dans Q p si et seulement si h(0) = 0. Supposons donc h(0) = et soit 
iV G N tel que h et P lssc (h) ont leur support dans p~ N Z p et tel que h\ p N Zp = 0. Pour 
j G {0, • • • , k — 2} et z G p~ N Z p , on a : 

I(z 3 h){z) = z 3 I lissc (h)(z) = z 3 [ (ap(3- l y^ x) h{z + x)dx 

Jp- N Z p 

= z j [ (op/T 1 )™^ ( [ h(y)e 2my{z+x) dy]dx 

Jp- N Zp \JQp-p n Z p J 

h(y)e 2i7rzy ( [ (apP^Y alix) e 2i7rxy dx]dy. 
\ J P - N Zp J 

I p _JV+1 Z* II • • ■ , un calcul facile 

/ (app-'Y^e^dx = V (apfT 1 ) 1 e 2mxy dx = ^ (-) 

J P - N z p -f-^ Jp^ 1 - ^ W 



z 3 , 

' l P - P N z P \Jp- N z p 
En décomposant p~ N 7L p = p~ N Z* II p _Ar+1 Z* II • • • , un calcul facile (laissé au lecteur) 
donne pour N > val(y) : 

/f 3\ val (y) 

-AT j P' z p x ~~ J 



d'où : 

1 — — f ~ /R\ val(j/) 

(31) I(z 3 h)(z) = —^ h(y)z 3 e 2 ™ zy (^) dy 

pour z G p~ N Z p et I(z 3 h)(z) = sinon. De même, on a : 

(32) z j h(z) = [ h(y)z 3 e 2inzy dy 

jQp-p N Z p 

pour z G p~ N Z p et z 3 h(z) = sinon. Notons que (31) and (32) sont en fait des sommes 
finies sur le même ensemble (fini) de valeurs de y. En remplaçant I(z 3 h)(z) et z 3 h(z) 
dans (33) ci-dessous par les sommes finies (31) et (32), on voit que (i) entraîne (ii). 
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Réciproquement, supposons que pour tout j G {0, • • • , k — 2}, tout iV 6 N et toute 
fonction h comme ci-dessus localement constante à support dans p~ N Z p , on a : 

(33) / I^h)(z)d f i a (z)= 1 -^ [ z j h(z)dpLp(z). 

Soit y eQp tel que N > val(y), h(z) = l y+p N Zp (z) et : 

h(z) = [ h(x)e 2l7TZX dx = [ e 2l7Tz{y+x) dx = -^l p -N Zp (z)e 2iwzy . 

JQp Jp N Zp P 

Alors I(z j h) est aussi à support compact car h\ p N ïp = et un calcul via (31) montre 
que : 

1 1 - / Q\ val (f) 

«*Mz) = l p - NZp (z)z>e^ . 

On peut donc appliquer l'égalité (33) à h qui est alors exactement l'égalité (29) multipliée 
par p~ N . Cela montre que (ii) entraîne (i) et achève la preuve. □ 

5.2. De Gal(Q p /Q p ) vers GL 2 (Q P ). — Le but de ce paragraphe est de construire une 
application continue ( lim D(V)) h — > U(V)*. 

Soit T C V un L -réseau stable par Gal(Q p /Q p ). On reprend les notations du §2, 
en particulier on dispose du L [[X]]-module de type fini D$(T) muni de la surjection 
if> : D\T) -» D*(T) et de l'action semi-linéaire de T qui commute à ip. On dispose aussi de 
l'isomorphisme topologique de la proposition 2.3.4 qui permet de remplacer ( lim ^ D{V)) h 
par ( lim D\T)) ®q l L et on sait par le corollaire 3.3.5 que ( lim ^ D\T)) ® 0i L coïncide 
avec les suites d'éléments w a ^ n <g> e a + wp ;ïl <S> e.p de ® L D cris (V) telles que : 

(i) V n > 0, w a:n (resp. wp jTl ) est d'ordre val (a) (resp. val(/3)) dans M£ e ^ ll^a^llva^a) 
(resp. H^nllvai^)) est borné indépendamment de n; 

(ii) V n > et V m > 1, on a : 

+ wp, n <g> e p ) E FH°(L m )[[t]] ®L D^V))] 

(iii) V n > 1, 4>{w a , n ) = a~ l w a)n -i et i>{wp^ n ) = P^wp^-i- 

Nous allons d'abord définir une application L-linéaire ( lim D^(T))®q l L — > 7r(a)*. Soit 
A^n et A*/3,n les distributions sur Z p correspondant à a n w a>n et f3 n wp, n par la transformée 
d'Amice-Mahler (10). On associe à (f^ a ,n)n et (/^,n)n deux distributions localement analy- 
tiques // Q et \x$ sur Q p à support compact (i.e. deux formes linéaires continues sur l'espace 
vectoriel des fonctions localement analytiques sur Q p à support compact) en posant : 

(34) / f{z)d» a {z) d i f / lu{z/ P N )f{z/ P N )d^, N {z) 

JU JTp 

(resp. avec (5 au lieu de a) où / : Q p — > L est localement analytique (à support quel- 
conque) et U est un ouvert compact de Q p contenu dans p~ N Z p . 
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Lemme 5.2.1. - - La valeur f z l u (z/p N )f(z/p N )dfi a ^(z) ne dépend pas du choix de 
N tel que U est contenu dans p~ N Z p . 

Démonstration. — Si fi est une distribution localement analytique sur Z p correspondant 
à w G 3ê£ P ar (10); u es t facile de voir que la distribution localement analytique ip([x) 
correspondant à ip(w) vérifie : 

(35) [ f(z)d^)(z) = [ f(z/p)d»(z). 
On a donc : 

I ljj{z/p N )f{z/p N )d^ N {z) = f lu{z/p N )f{z/p N )d^ N+1 ){z) 

( " f lu(z/p N+1 )f(z/p N+1 )d^, N+1 (z) 

lu(z/ P N+1 )f(z/p N+1 )dHa,N + l(z), 

en remarquant que lu(z / p N+1 ) f (z / p N+1 ) est à support dans pL p . □ 

Par le lemme 5.1.1, la condition (ii) précédente sur (w a ^ n , wp >n ) n est équivalente aux 
égalités : 

(36) a m - n ! z j Q m dfi a , n (z)=(3 m - n ! zt&dfipM 
pour tout j G {0, • • • , k — 2}, tout n > et tout m > 1. 

Corollaire 5.2.2. — Avec les notations précédentes, la condition (ii) ci-dessus sur 
(w a;n ,wp !n ) n est équivalente aux égalités dans Q p : 

[ z^e 2i ^dfi a (z) = (^Y a%) / z^e 2i ^d^(z) 
J P - N z p v P y Jp- N z p 

pour tout j G {0, • • • , k - 2}, tout y e Q p et tout N > val(y). 

Démonstration. — Cela résulte de (34) et de (36) en remarquant que e 2l7Ty / pN est une 
racine primitive d'ordre p N ~ vai ^) de 1. □ 



Par le lemme 5.1.2, on a donc : 



1 - § 



f(z)dfip(z) = - j j I(f)(z)d/i a (z) 



1 - ^ 

pa 



pour / G 7r(a) à support compact tel que /(/) G 7r(/3) est aussi à support compact. 
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Lemme 5.2.3. — Il y a une manière unique de prolonger //g et fi a comme éléments 
respectivement de n(/3)* et n(a)* telle que, pour tout f G 7r(/3) (vue comme fonction sur 
Q p par (16)) : 

(37) / f(z)d^(z) = i— f / I(f)(z)d^(z). 
Démonstration. - - Un calcul facile à partir de (25) donne pour j G {0, ■ • • , k — 2} : 

(38) I(zn Zp ) = ^HpW*) + (^J al( (l - l z ») 

(39) (pAJ% _ i A ( z) )) = ^i^) + iZjp ^ J al( f z _ lpZ>)) . 

Comme J Q z^li v djip{z) et J Q z^ lz p dfj, a (z) sont bien définis, on voit en utilisant (37) et 
(38) que : 

J Q Z ° (^) ( )(yZ ~ W^/^W 
est uniquement déterminé, puis en utilisant (39) (et (37)) que : 

z3 [—) - V»)^W 



est aussi uniquement déterminé. Il est facile de vérifier que cela définit bien un prolonge- 
ment unique de /ip et ji a comme formes linéaires sur respectivement 7r(/3) et ir(a). □ 

Lorsque a = p/3, on peut voir que la distribution jip G 7r(/5)* du lemme 5.2.3 est nulle 
contre Sym fc_2 L 2 C tt((3). 

Avec les notations précédentes, on déduit du lemme 5.2.3 une application L-linéaire : 

(40) (lim/^T)) ® 0l L 

K,« ® e a + w p , n <g> e p ) n i — > fi a prolongé 

Lemme 5.2-4. - - Soit 7 = [a] G T ~ Z* fc/. §5.^, z G Z p; (u n ) n G Um D^T) e« 
/i a G 7r(o;)* l'image de (v n ) n par (40). Alors : 
(i) {ip(v n ))n s'envoie sur °) • /x a ; 

fwj (7(f„)) n s'envoie sur fj ■ fi a ; 

(iii) (ip n ((l + X) z )v n ) n s'envoie sur ^ ^ • // Q . 

Démonstration. — Cela découle de (34) et de propriétés simples de la transformée d'Ami- 
ce-Mahler (voir par exemple [Col04a, §2.2.2]). Nous laissons les détails en exercice au 
lecteur. □ 
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En particulier, le lemme 5.2.4 induit une action du groupe B(Q p ) sur lim D$(T), 
qui coïncide bien sûr avec celle de la définition 3.4.1 (en faisant agir les scalaires par 
multiplication par le caractère central de ir(a)*). 

Lemme 5.2.5. - - L'application (40) se factorise par une injection continue B(Q P )- 
équivariante : 

(limL^T)) ® 0l L {B{a)/L{a)Y 

i> 

(pour la topologie faible sur (B(a)/L(a))*). 

Démonstration. — L'injectivité découle via (34) de l'injectivité dans l'isomorphisme 
~* An(Z p , L)* (cf. (10)) et la B(Q p )-équivariance du lemme 5.2.4. Montrons que l'ap- 
plication lim -Ptt(T) — > n(a)* est continue. Notons ir(a) c C n(a) (resp. n(/3) c C 7r(/3)) le 
sous-L-espace vectoriel des fonctions / G ir(a) (resp. / G 7r(/3)) à support compact dans 

v incl (D I 

Q p . Par (38), on voit que la flèche n(a) c © 7r(/?) c — > ir(a) est surjective et induit une 
immersion fermée entre espaces de Fréchet : 

vr(a)* n(a)* c © n(p)*. 

Il suffit donc de montrer la continuité des deux applications lim D^(T) — > n(a)* et 
lim D$(T) — > 7r(/3)*, ce qui découle après passage à la limite projective via (34) de la 
continuité de M£ ^ An(Z p , L)* et de celle de l'injection D^T) ^ M£ © L D cris (V) (cf. 
remarques 3.2.4 et 3.3.3). Notons B(V) l'espace de Banach dual du module compact 
lim D^(T) par l'anti-équivalence de catégorie de [ST02b, §1]. Il est muni d'une action 
continue unitaire de B(Q p ) par la proposition 3.4.2 (on peut utiliser les arguments de 
dualité de la preuve de [ST02b, proposition 1.6] pour la continuité de l'action) et on 
a par ce qui précède un morphisme B(Q p )-équivariant (continu) ir(a) — > B(V). Par 
la propriété universelle du complété de ir(a) par rapport à un sous-Oi[B(Q p )]-module 
générateur de type fini et par le théorème 4.3.1, ce morphisme s'étend par continuité en 
un morphisme B(Q p )-équivariant continu B(a)/L(a) — > B(V). En redualisant, ce dernier 
induit un morphisme continu ( jim D^{T)) © 0l L — > (B(a)/L(a))* qui est le morphisme 
de l'énoncé. □ 

5.3. De GL 2 (Q P ) vers Gal(Q p /Q p ). — Le but de ce paragraphe est de construire une 
application continue Il(V r )* — > (\im^D(V)) h inverse de la précédente. 

déf 1 — — ^ 

Soit fx a G (B(a)/L(a))* et /ip = -^jrl o ji a G (B(/3)/L(/3))* où I est le morphisme 

pa. 

GL 2 (Q p )-équivariant du corollaire 4.3.2. On définit une suite (fJ, a ,n)n de distributions 
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localement analytiques sur Z p en posant : 



(41) / f(z)dfi a , n (z) d i f / f(p n z)dfi a (z) 



V 



et on définit de même (/i / 3 i „)„. Soit w a>n , wp >n G les éléments correspondant à 
a" n /Vn, P~ n ^,n par (10). 

Lemme 5.3.1. - - La suite d'éléments w a>n ® e a + wp >n ® ep de ®l D CT - ls {V) satisfait 
les conditions (i), (ii) et (iii) du corollaire 3.3.5. 

Démonstration. — La condition (iii) est évidente à partir de (35) et la condition (ii) 
découle des définitions, du lemme 5.1.2 et du corollaire 5.2.2. Vérifions la condition (i). 
Revenant à la preuve du théorème 4.3.1, on a en particulier que \i a satisfait (18) ce qui 
entraîne : 

/ (z - aydfj, atN (z) = a~ N p N] / (z - p~ N a) 3 d^i a (z) 

e c p- JVval ( Q )p iV Jp("- JV )0- val ( a ))o L 

pour tout a G Z p , tout j G {0, • • - , k — 2} et tout n G N. Avec les notations du §4.1, cela 
entraîne pour tout N G N : 



||« /^a,Jv||val(a),fc-2 < C |CVJ 

pour une constante c G M>o- On a une borne analogue pour les (J,p t N- On en déduit (i). □ 
Par le lemme 5.3.1 et le corollaire 3.3.5, on a une application L-linéaire : 

(B(a)/L(a))* — > (Um^(r)) ® 0i L 

et il est immédiat à partir des définitions et du lemme 5.2.3 de vérifier qu'elle est inverse 
de celle du lemme 5.2.5. 

Théorème 5.3.2. — Il y a un unique isomorphisme topologique (à multiplication près 
par un scalaire non nul) entre les L-espaces vectoriels localement convexes (pour la topolo- 
gie faible des deux côtés) : 

(\\mD{V)) h U(V)* 



tel que l'action de ^ pZ J sur U(V)* correspond à (v n ) n h- > (ip (v n )) n , l'action de ^ ^ x 
à celle de F et l'action de (l M à (v n ) n i-> ((1 + XY^v n )) n . 
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Démonstration. — L'existence d'un tel isomorphisme découle des résultats précédents, 
sachant qu'une application bijective continue entre deux « modules compacts à isogénie 
près » est un isomorphisme topologique (c'est la version duale par [ST02b] du théorème 
de l'image ouverte entre espaces de Banach). Il reste à démontrer l'unicité (à scalaire 
près) mais cela résulte de la proposition 3.4.3. □ 

Rappelons que H~i w (Q p , V) = L ® 0l Jim^ /P(Gal(Q p /F n ), T) où T est un L -réseau 
quelconque de V stable par Gal(Q p /Q p ) (voir la définition 2.2.3). 

Corollaire 5.3.3. — On a un isomorphisme de L[[^ p }]-modules : 

Hl w (Q p ,V)^U(V)*^ p 2 ) 
où Z p agit via l'action deT à gauche et via l'action de Q z ° x j à droite. 

Démonstration. — Cela découle du théorème 5.3.2 et de la proposition 2.2.5. □ 



Remarque 5.3-4- — Le Ol[[Z p ]]-module Hi w (Q p ,V) s'identifie aussi aux coinvariants 
de n(\/)* sous l'action de ^ et en fait, ces deux espaces sont nuls par le (ii) de 
la proposition 2.2.4 parce que V est irréductible. En effet, le théorème 5.3.2 et le corol- 
laire 2.3.6 nous disent que les coinvariants d'un réseau de Yl{V)* sous l'action de Q ^ 
s'identifient à H? W (Q P ,T). 

5.4. Irréductibilité et admissibilité. — Le but de ce paragraphe est de déduire de 
tous les résultats précédents la non nullité, l'irréductibilité (topologique) et l'admissibilité 
de U(V). 

Corollaire 5. 4-1- — L'espace de Banach H(V) est non nul. 

Démonstration. — Cela résulte du théorème 5.3.2 et du corollaire 3.3.4. □ 

Le corollaire 5.4.1 était conjecturé (via la proposition 4.3.3) et démontré pour k < 2p 
sip^2etk<Asip = 2 dans [Bre03a, §3.3] par un calcul explicite de réseaux. 

Corollaire 5.4-2. - - Le GL 2 (Q P ) -Banach unitaire H(V) est topologiquement irréducti- 
ble. 

Démonstration. — Cela résulte du théorème 5.3.2 et de la proposition 3.4.4. □ 

La proposition 3.4.4 montre que H(V) est en fait topologiquement irréductible comme 
B ( Q p ) -représent at ion . 

Corollaire 5-4-3. - - Le GL 2 (Q P ) -Banach unitaire H(V) est admissible. 
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Démonstration. — On ignore si le O^-module compact lim ^ £)"(T) est stable par GL 2 (Z p ) 
dans (via le théorème 5.3.2) mais on peut le remplacer par le O^-réseau de : 

M = n geGL2{Zp) g(hmD\T)) C hm£>«(T) 

qui est un sous- L [[X]] -module compact stable par GL 2 (Q P ) dans (on vérifie qu'il 

est stable par B(Q P ) en utilisant la décomposition d'Iwasawa de GL 2 (Q P )). Le Oi-module 
M possède alors deux structures naturelles de Ox,[[X]] -modules : l'une est celle déjà définie 
et l'autre est : 

(\,v)eO L [[X]]xM^Q J)a(J 

La première structure est telle que la multiplication par (l+X) Zp correspond à l'action de 
* ^ P J et la deuxième est telle que la multiplication par (l+X) Zp correspond à l'action de 

1 °Y Soit pr : M — > D^(T) la projection sur la première composante et M = f pr(M) : 

M est un sous-0 L [[X]]-module (de type fini) de D*(T). Posons 3ST d = Ker(pr) C M. 
L'application : 

(42) N — >■ M, V ^pr((; ^ 

est injective : si v a pour image 0, sa distribution associée fx a G B(a)* ~ C val ^(Z p , L)* © 
e val(a) (Z p ,L)* par (40) et (11) est nulle sur les deux copies de e val(û?) (Z p , L), donc est 
nulle dans II(l / )*. En pensant encore en termes de distributions, on voit que N est 
un Oi[[X]]-module pour la première structure mais seulement un <^(Ox,[[X]])-module 
pour la deuxième structure. De plus, pour cette deuxième structure, l'injection (42) est 
(/9(Oi[[X]])-linéaire. Comme M est de type fini sur 0^[[X]], donc sur (/9(0^[[X]]), on ob- 
tient que le <^(Oi[[X]])-module N pour la deuxième action de <^(Ol[[X]]) est de type fini. 
Fixons maintenant des éléments (ei, • • • , e m ) G M (resp. (/i, • • • , f n ) G N) tels que les 
pr(ej) (resp. les fi) engendrent M sur 0^[[X]] (resp. N sur <^(0 L [[X]])). Soit v G M. 
Il existe Ai, • • • , A m dans Ol[[X]] tels que v — \e{ G N et il existe /ii, • • • , /i n dans 
V?(Ox,[[X]]) tels que v — XiCi = Yl (i o)/^(i o)/»- Comme les A« correspondent à 
l'action d'éléments de l'algèbre de groupe de Q ^ et les 0)^(1 0) ^ l'action 
d'éléments de l'algèbre de groupe de ^ °J , on voit que M est a fortiori de type fini 
sur l'algèbre de groupe de GL 2 (Z P ), d'où l'admissibilité. □ 

Les corollaires 5.4.2 et 5.4.3 étaient conjecturés et démontrés par un argument de 
réduction modulo p pour k < 2p (et k < 4 si p = 2) dans [Bre03b, §1.3] avec l'hypothèse 
supplémentaire val(a + (5) ^ 1 pour le premier. 

On peut déduire des résultats précédents deux autres corollaires, l'un sur les réseaux 
dans n(ct) et vr(/3), l'autre sur les vecteurs localement analytiques dans H(V). 
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Corollaire 5.4-4- ~~ Supposons a ^ pf3, alors ir(a) (resp. possède des L - 

réseaux stables par GL 2 (Q P ) et tous les Q L -réseaux stables par GL 2 (Q p ) dans iï(a) (resp. 
7r(/?) ) sont commensurables entre eux. Supposons a = pf3, alors on a le même résultat 
pour ir(a). 

Démonstration. — L'existence de tels O^-réseaux résulte du corollaire 5.4.1 et de la 
proposition 4.3.3. Pour montrer qu'ils sont tous commensurables entre eux, il est 
équivalent de montrer qu'ils sont tous commensurables aux O^-réseaux de type fini sur 
Ol[GL 2 (Q p )]. Le O^-dual d'un O^-réseau stable par GL 2 (Q P ) est toujours contenu dans 
le O^-dual d'un O^-réseau de type fini sur Oi[GL 2 (Q p )]. Par le théorème 4.3.1 et le 
corollaire 5.4.3, ce dernier dual est de type fini sur l'algèbre de groupe complétée de 
GL 2 (Z P ). Comme c'est une algèbre noethérienne, il en est de même du premier dual. 
Cela entraîne que le complété de ir(a) (ou ir(/3) si a ^ p/3) par rapport à un O^-réseau 
stable par GL 2 (Q P ) quelconque est aussi admissible, et donc topologiquement isomorphe 
à H(V) par le corollaire 5.4.2 et le fait CJ116 Ici Cclt égorie des GL 2 (Z P )-Banach admissibles 
est abélienne ([ST02b, §3]). Tous les O^-réseaux stables par GL 2 (Q P ) induisent donc 
des normes équivalentes sur ir(a) (ou n(f3) si a ^ pf3) ce qui achève la preuve. □ 

Comme dans [ST03, §7], on note L T (l / ) an le sous-L-espace vectoriel de II(V) des 
vecteurs localement analytiques, i.e. des vecteurs v G Ii-{V) tels que l'application or- 
bite GL 2 (Q P ) — > n(V"), g h- > g ■ v est localement analytique. Il est muni d'une topologie 
naturelle d'espace localement convexe de type compact (cf. [ST03, §7]). 

Soit : 

A(a) d i f (lnd^ ) nr(a- 1 ) ® d^nr^))™ 

l'induite parabolique localement analytique au sens de [ST02a]. On définit de même A(/3) 
en échangeant a et (3. On a des injections naturelles continues GL 2 (Q p )-équivariantes 
A(a) ^ B(a) et A{(3) ^ B{(3). 

Corollaire 5.4-5. - - Supposons a ^ pj3. On a une injection continue GL 2 (Q p )-eç?m»a- 
riante : 

A(/3) ®„w A(a) — n(y) an 

où 7r(/3) s'envoie dans A(a) via l'entrelacement (26). 

Démonstration. — Par [ST01, §4], ir(a) (resp. ir(/3)) est le seul sous-objet topologique- 
ment irréductible non nul dans A(a) (resp. A{(5)). Par le théorème 4.3.1, on déduit que 
les injections ci-dessus induisent encore des injections A(a) > B(a)/L(a) et A(f3) <^-> 
B(f3)/L(f3). Le résultat découle alors du corollaire 4.3.2. □ 
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Le corollaire 5.4.5 admet une version lorsque a = p(3 que l'on laisse en exercice au 
lecteur. Terminons avec une conjecture : 

Conjecture 5.4-6. - - Supposons a ^ pj3. L'application A(/3) ©^(^ A(a) II(V) an du 
corollaire 5.4-5 est un isomorphisme topologique. 
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